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Resumo

Singularidades em Teorias f(R) da Gravitacao

Vinicius Miranda Braganca

Orientador: loav Waga

Resumo da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pos-graduacao em Fisica,
Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte dos
requisitos necessarios a obtengao do titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

A busca de uma explicagao fisica satisfatoria, para a origem fisica da aceleragao cosmica,
é considerada um dos mais importantes desafios atuais da ciéncia. No contexto da teoria
da Relatividade Geral, a existéncia de uma nova componente exdtica com pressao negativa,
denominada energia escura, é absolutamente necessaria, para que o modelo padrao da cos-
mologia possa explicar toda uma gama de observacoes astronomicas. O mais simples modelo
de energia escura é intitulado ACDM e consiste na introducao de uma constante cosmologica.
Do ponto de vista puramente observacional, esse modelo descreve, de forma satisfatoria, os
dados observacionais. Contudo, existem questoes de natureza tedrica que motivam fisicos a
desenvolver outras possibilidades. Na busca por alternativas dinamicas, duas possibilidades
muito distintas sao possiveis. Nas equacoes de Einstein, tanto o lado direito, a partir da in-
troducao de uma nova componente, quanto o lado esquerdo, mediante a mudanca da maneira
pela qual a matéria influencia a métrica do espaco-tempo, sao passiveis de alteracoes. Um
exemplo da primeira abordagem sao os modelos de quintesséncia, em que um campo escalar
dirige a aceleracao cosmica. Em contrapartida, é possivel citar, como exemplo da segunda
possibilidade, os modelos de gravitagao modificada nomeados "Teorias f(R) da Gravitagao".
Essas teorias modificam a Relatividade Geral, fornecendo uma dinamica ao escalar de Ricci.
Apesar de consistirem na mais simples modificacao da lagrangiana de Einstein-Hilbert, algu-
mas dificuldades foram discutidas nos ultimos anos. Por exemplo, a existéncia, em modelos
cujas previsoes estao em concordancia com os testes classicos da gravitagao, de singulari-
dades na evolugao cosmologica, e a impossibilidade de obtencao, nestes mesmos modelos,
de solucoes estaticas para estrelas dotadas de equacoes de estado relativisticas, sao questoes
que serao abordadas neste trabalho. Neste contexto, a dissertacao propoe um caminho capaz
de gerar modelos nao singulares e compativeis com a presenca de objetos compactos. Entre-
tanto, conforme sera apresentado, conflitos com testes da gravitacao, realizados no Sistema
Solar, demonstram a dificuldade de se obter alternativas viaveis & ACDM.

Palavras-chave: Cosmologia. Energia escura. Gravitagdo Modificada. Teorias f(R) da

Gravitacao

Rio de Janeiro

Janeiro de 2010



Abstract
Singularities in f(R) Theories of Gravity

Vinicius Miranda Braganca

Orientador: loav Waga

Abstract da Dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pos-graduaca em Fisica,
Instituto de Fisica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro - UFRJ, como parte dos
requisitos necessarios a obtengao do titulo de Mestre em Ciéncias (Fisica).

The search for a satisfactory physical explanation for the physical origin of cosmic ac-
celeration, is considered one of the major challenges of science. In the context of General
Relativity theory, the existence of a new exotic component with negative pressure called dark
energy is absolutely necessary to allow the standard model of cosmology to explain a whole
range of astronomical observations. The simplest model of dark energy is called ACDM and
it consists in introducing a cosmological constant. From the observational standpoint, this
model describes satisfactorily the observational data. However, there are theoretical issues
that motivate physicists to develop other possibilities. In the search for alternatives, two
are two different approaches. In Einstein’s equations, either the right side, by introduction
a new component, or the left side, by changing the way the field influences the space-time
metric, are subject to change. An example of the first possibility is the quintessence model,
where a scalar field drives the cosmic acceleration. Conversely, it is possible to cite, as an
example of the second possibility, the models of modified gravity named " f(R) Theories of
Gravity.". These theories modify General relativity, providing dinamics to the Ricci scalar.
Although this is the simplest modification of Einstein-Hilbert Lagrangian, there are some
difficulties which is being discussed in recent years. For example, the existence of singulari-
ties, during the cosmological evolution, in models whose predictions are in agreement with
the classical tests of gravitation and the impossibility of obtaining, in these same models,
static solutions for relativistic stars, are issues that will be discussed in this work. In this
context, this dissertation proposes a way to create models which do not generate singulari-
ties and are consistent with the presence of compact objects. However, as will be presented,
conflicts with tests of gravitation, held in the Solar System, demonstrates the difficulty of
obtain viable alternatives to ACDM.

Key-words: Cosmology. Dark energy. Modify Gravity. f(R) Theories of Gravity
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Notacoes e Convencoes
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M@: massa solar.
R: escalar de Ricci
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Uma grandeza x, definida na moldura de Jordan, é denotada  na moldura de Einstein.
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Capitulo 1

Introducao as Teorias f(R) da

Gravitacao

1.1 Equacgoes de Campo

As teorias f(R) foram propostas para alterar a maneira pela qual o tensor de curvatura
depende do tensor energia-momento. No contexto da formulagao métrica, expressao cujo
significado é elucidado posteriormente, essa modificacao tem como objetivo primal fornecer
uma dinamica ao escalar de Ricci. Isto significa que, nesses modelos, o traco das novas
equacgoes de campo relaciona o escalar de Ricci e o tensor energia momento por meio de uma
equacao diferencial de segunda ordem, ao invés de uma equacao algébrica, como ocorre na
teoria da Relatividade Geral (Sotiriou & Faraoni 2008).

O escalar de Ricci é, por definicao, uma funcao das derivadas primeira e segunda das
componentes do tensor métrico, com relacao as diferentes coordenadas do espago-tempo
(Carroll 2004). Assim sendo, as equagoes de campo desse novo conjunto de modelos vinculam
a meétrica e o tensor energia-momento por intermédio de equagoes diferenciais de quarta
ordem. Manipular essas nao linearidades, que é um comportamento caracteristico do campo
gravitacional, é o principal desafio teorico existente no contexto da formulagao métrica.

A partir da acao

1

4
S = 2—/432 d TN/ —gR—f- Smat s (11)

denominada Einstein-Hilbert, cuja minimizacao resulta nas equacoes de Einstein, e da pos-



CAPITULO 1. INTRODUCAO AS TEORIAS F(R) DA GRAVITACAO 2

terior substituicao da lagrangiana, formada pelo escalar de Ricci, por funcoes, a priori, nao

lineares desse mesmo escalar, a acao

=5 / 045G f (R) + St (1.2)

é postulada. A forma funcional dessa lagrangiana originou a nomeclatura desses modelos
(Sotiriou & Faraoni 2008).

Nas equagoes (1.1) e (1.2), Spae corresponde, por definicao, aos termos da agao de-
pendentes nao apenas dos elementos da métrica, mas também da presenca de matéria e
de campos originarios de interacoes nao gravitacionais, a exemplo do campo eletromagné-
tico. A minimizagao da acao (1.2) requer cuidados adicionais, no tocante ao procedimento
consagrado na acao de Einstein-Hilbert. Na teoria da Relatividade Geral, a minimizacao,
com respeito somente as componentes da métrica, postulando os simbolos de Christoffel,
é equivalente a minimizacao relativa aos elementos da conexao e da métrica, tratando-os
independentemente (Wald 1984). No entanto, no contexto das teorias f(R), a presungao de

independéncia desses campos resulta na equagao (Sotiriou & Faraoni 2008)

Vs (V=9frg") =0. (1.3)

Nos casos em que a derivada d?f(R)/dR? é uma fungao nao nula, a igualdade (1.3) de-
monstra que a derivada covariante da métrica nao é, necessariamente, igual a zero e, por
conseguinte, a conexao nao é igual aos simbolos de Christoffel. Logo, os dois métodos des-
critos anteriormente nao resultam em equacoes de campo equivalentes. A minimizacao, que
pressupoe a independéncia entre a conexao e a métrica, é intitulada formulacao de Palatini.
Em contrapartida, é designado formulacao métrica o processo que postula os simbolos de
Christoffel.

Nesta dissertacao, apenas as propriedades relacionadas a formulacao métrica das teorias
f(R) sao analisadas. A principal justificativa a essa escolha consiste no fato do trago das
equacoes de campo, na formulacao de Palatini, relacionar o escalar de Ricci e o traco do
tensor energia-momento por meio de uma equagao algébrica, conforme exibido na féormula

(1.5) (Sotiriou & Faraoni 2008). Para demonstrar este resultado, é necessario utilizar as
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equacgoes de campo,

fRRMV - @guu = KQT[},V ) (14)

da formulacao de Palatini. A contracao dos indices covariante e contravariante resulta na
equacao

frR —2f(R) = *T . (1.5)

A expressdo acima ¢ mais geral que a relacio R = —~x2T, demonstrada a partir das
equacoes de Einstein. Em principio, esse fato resulta numa dinamica, na cosmologia, mais
rica e interessante. Entretanto, a auséncia de uma equacao dinamica é, com frequéncia,
criticada na literatura, por resultar em aparentes paradoxos (Sotiriou & Faraoni 2008). Essa
desaprovagao culminou num desenvolvimento mais focado na formulacao métrica das teorias
f(R) (Sotiriou & Faraoni 2008). Portanto, neste trabalho, essa é a formulagao adotada.

A partir do principio da minima a¢ao, as equagoes de campo para as teorias f(R) sao
obtidas. Essa demonstracao é apresentada por etapas, em virtude dos intimeros passos

algébricos necessarios para a sua conclusao. Inicialmente, a manipulacao algébrica

0=05
— oz [ A BVEGHER) + VGH(R)] + 85

2k2

s [t | S+ vt (Ros b 5 ) [ 000 4 650 (1)

- 2%2 5gaﬂ

é imposta a lagrangiana presente na a¢ao (1.2). Nesse ponto, é importante utilizar as relagoes

(Carroll 2004)
o/—g = ——'_ggaﬁégaﬁ , (1.7)

2
SRY,, = Va0T?,, — V,0T, (1.8)
1
5FU;},1/ = _5 |:g/\uv1/59>\0 + gkuvuégAJ - gmgygvaégaﬁ}
1
= —29""[Vudgap + Vudgar — Vadgu| , (1.9)

2
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Mediante a substitucao das igualdades (1.7) e (1.8) no desenvolvimento exposto em (1.6),

as equagoes

= 0Smat + = d4$v <— f(R)gaﬁ + fRRaB) 59aﬁ + 9" fr (Vpéf”w - VV(;FPPM)]

= 0Smat + /d4x\/ <—

212 /d%“/_ <_

f(R)gas + fRRaﬁ) 39°° + frV, (9017, — g"* 5F”W)}

N~ N~ N~

- 5Smat + —

f(R)Gap + fRRozﬁ) 59*7 — (g or*,, — g"oT" ) foR} :

(1.10)

sao obtidas.

Na ultima igualdade expressa em (1.10), uma integragao por partes foi aplicada no termo
final do integrando, trocando seu sinal. O prosseguimento da minimizacao da acao (1.2)
depende, necessariamente, da expansao, por meio da equagao (1.9), das variaveis presentes

na ultima parcela da integral (1.10). Esse destrince é elucidado no desenvolvimento

1
guu(;rpw - gupdl"lfyu = _égw/gpa [vudgau + vu(sgau - Vozdg;w]
1
- §gupgua [Vuégau + v,u(sgau - Voz(sg/u/]

= — V89" + ¥V 09", (1.11)

De posse desse resultado, é possivel perseverar na integragio por partes, efetuada em (1.10),
com o objetivo de isolar, de modo explicito, o parametro 6¢*° em todas as parcelas do

integrando dessa equacgao, conforme exposto a seguir:

/1
0= 8+ 7 [ v/ | (=3 H(R)gun + ) 5% 4 9, (9,007 — 47 V,84')|
= 6Smat + /d4$\/ (—
6Smat + 5 d4$\/ (—

f(R)gap + fRRaﬁ) 69" + Vo fr (V,udg™ — go‘pvaég“u)}

N = DN =

f(R)gap + fRRaﬁ) 59°7 — (69 — g"*3¢°y) Vuvpr} :

(1.12)

Apos um rearranjo dos indices mudos presentes em (1.12), as novas equagoes de campo sao
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obtidas, a partir do principio da minima acao aplicado a expressao

1 1
0 =05 + 53 d*zv/—g {—5 f(R)gap + frRas — VaVsfr + 9apgd"’V Vo fr| 6% .

(1.13)
Finalmente, as equagoes de campo das teorias f(R) sao iguais a
s = 35 (R)gas = Va5 (f) + V2V, () gus = *Tos (1.14)
Nessa expressao, o tensor energia-momento é definido por intermédio da igualdade
Top = L 05ma (1.15)

2 — .
V=g 699

Conforme mencionado, esse novo conjunto de equagoes prevé uma dependéncia dinamica do
escalar de Ricci no tocante as componentes do tensor energia-momento, o que é verificado,

de forma direta, por meio da igualdade
frR —2f(R) 4+ 3V*V, (fr) = &°T, (1.16)

correspondente ao traco das equagoes de campo. Em (1.16), a variavel T é, por defi-
nicao, equivalente ao trago do tensor energia-momento, calculado a partir da contracao
T =T Jas-

A expressao tensorial (1.14) corresponde a um sistema de equagoes diferenciais, nao li-
neares e de quarta ordem nas variaveis da métrica. O controle dessas nao linearidades é
um desafio ainda em aberto e envolve questoes que sao abordadas ao longo desta disserta-
cao. Por exemplo, o correto entendimento sobre os limites pelos quais é permitido linearizar
esse sistema, é imprescindivel para a obtencao de resultados factiveis. Conforme demons-
trado posteriormente, os efeitos nao lineares sao essenciais para a compatibilizacao entre as
previsoes das teorias f(R) e os testes classicos da gravitagao, realizados no Sistema Solar.

Um resultado importante, a ser demonstrado a partir da equagao (1.16), consiste na

conservagao do tensor energia-momento. Portanto, as equagoes de campo das teorias f(R)
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predizem as mesmas leis de conservacao existentes na teoria da Relatividade Geral. A de-

monstracao desse enunciado ¢ relatada na expressao

1
K2V T = R0 fr + fr (ngaﬁ — §gaﬂaﬁR> — VsV fr+ g*V V00, fr
— R fn + frV 5GP — gon (vﬂvﬁaﬂ fr— R 50 fR) + VOV,

0. (1.17)

Nessas equacoes, o tensor G** é denominado tensor de Einstein e esse é definido por inter-
médio da igualdade G*° := R*® — (1/2)Rg®". A priori, a generalizacio da lagrangiana de
Einstein-Hilbert abre um enorme niimero de novas possibilidades. Corroborando essa afirma-
¢ao, inimeros exemplos, com dinamicas distintas, foram analisados em trabalhos publicados
na literatura, dentre os quais é possivel citar Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa
(2007), Hu & Sawicki (2007a), Starobinsky (2007), Miranda, Joras, Waga & Quartin (2009b)
e Capozziello, Cardone, Carloni & Troisi (2003).

Os capitulos subsequente tém como objetivo principal a restricao da forma funcional da
lagrangiana f(R), a partir da imposi¢ao de pré-requisitos basicos, tais como a existéncia,
na cosmologia, de uma fase regular dominada pela matéria nao relativistica, seguida de um
atrator final capaz de induzir uma expansao coOsmica acelerada. Esses vinculos reduzem
bastante o nimero de modelos promissores (Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa
2007, Amendola, Polarski & Tsujikawa 2007).

A figura 1.1 apresenta exemplos, alguns deles ja descartados em razao da incompati-
bilidade com as observagoes, ou da presenca de singularidades. Em todos esses casos, a
constante Ry é da ordem de grandeza do valor atual do escalar de Ricci, predito pela
teoria da Relatividade Geral, que é, aproximadamente, igual a Ry ~ x%py/3 = (8.315 x
103 Mpc) ™2 (2,h2) (1.3 x 1071) ", em que h é um parametro adimensional da ordem de 0.7
e (), é a razdo entre a densidade de matéria nao relativistica e a densidade critica do uni-
verso, da ordem de 1x1072g/cm® (Hu & Sawicki 2007a). Uma dissonancia muito acentuada,
com relacao a esse numero, resulta em modelos cosmologicos cuja fase acelerada é iniciada,
na escala de desvio para o vermelho, ou de modo prematuro, ou tardiamente, com relacao

as estimativas observacionais, que apontam o inicio da aceleracao do universo em z ~ 0.7.



CAPITULO 1. INTRODUCAO AS TEORIAS F(R) DA GRAVITACAO 7
hR)/R_0 h(lF:))/ RO
—— ~ RRO b /
E 8/ /
-1t /
: 61
-2 [
‘ 4r
_3f [
i 2¢
-4 1
h(R)/R_0 h(R)/R_0
b - L L . L L R/R_O
Lol ) 05 1.0 15 20
; 05
L RRO | -10¢ AN
: 25 P T~
_10} L S ~ -
i -20F AN -
~20F : . .
: 25
30 ~30, e
h(R)/R_0 h(R)/R_0
e - RIRO . RRO
AN 2 3 £ 1 2 3 4
020\ 02} \
-04F} \ -041 §
i \ Eo
~06/] \ -06F |
f A\ [ ‘}
08} N 08 )
i SN i AN
-10* T -10* e
Figura 1.1: Graficos da fun¢do h(R) para alguns casos estudados na literatura. Da esquerda para

direita, de cima para baixo, estao expostos os seguintes modelos:
) h(R) = —aRo (£

pontilhado longo), @« = 1 e n = —3 (pontilhado curto) (Carroll et al. 2004);

2) h(R) ! 01en =3

(1 , coma =1en = —1 (linha continua), « =1l en = —2
(
(
(pontilhado longo), a = 0.1 e n = 4 (pontilhado curto) (Capozziello et al. 2003);
(
(
(

aRy (—0) ,com a = 0.1 e n = 2 (linha continua), o =

3) h(R) = O‘RO + BRo ( 2 (linha continua), « =2 ¢ 8 =3
pontilhado longo) a =2 e =3 (pontilhado curto) (Nojiri & Odintsov 2003);

4) h(R) = —aRyIn [1 + (R%ﬂ com « = 1 (linha continua), a = 2 (pontilhado longo),
a = 3 (pontilhado curto) (Miranda et al. 20090);

(5) h(R) aliy com o =1efl =1en =2 (linha continua), « = 1 e
15 ()
B =1en =3 (pontilhado longo), « = 1 e f =1 e n = 4 (pontilhado curto) (Hu &
Sawicki 2007a);

2
), coma=1efg=

—n

(6) h(R) = aRy 1

% , com o =1 en =2 (linha continua), a = 1 e
(+(#))

= 3 (pontilhado longo), @ = 1 e n = 4 (pontilhado curto) (Starobinsky 2007).
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1.2 Equivaléncia com teorias do tipo escalar-tensorial

Nesta secdo, a equivaléncia existente, entre as teorias f(R) e um caso particular das
teorias de Brans-Dicke, é demonstrada. Essa classe, por sua vez, pertence ao grupo de teorias
escalar-tensorial. A utilizacdo dessa correspondéncia é vantajosa por diversas razoes. Em
primeiro lugar, ela permite visualizar, com mais evidéncia, os graus de liberdade adicionais
presentes nas f(R), com relagdo a Relatividade Geral (Faulkner, Tegmark, Bunn & Mao
2007). Em segundo lugar, resultados, referentes a estabilidade de solug¢oes cosmologicas, sao
demonstrados, pressupondo a validade desse resultado (Sawicki & Hu 2007).

Em terceiro lugar, a introducao de um novo campo escalar, necessiria na demonstra-
cao dessa equivaléncia, possibilita a redugao da ordem das equacoes de campo a metade
(Hindawi, Ovrut & Waldram 1996), a custa da introducao de novas igualdades. Por altimo,
o formalismo existente, para a analise das teorias escalar-tensorial, possibilita uma melhor
compreensao do papel desempenhado pelas nao linearidades das equacoes de campo. Em
particular, uma intima relagao entre os efeitos nao lineares e as previsoes das teorias f(R),
para observaveis vinculados nos testes classicos da gravitagdo, é demonstrada. (Khoury &
Weltman 2004 a, Khoury & Weltman 20045, Tamaki & Tsujikawa 2008, Brax, van de Bruck,
Davis & Shaw 2008).

O calculo a ser apresentado nesta se¢ao considera, inicialmente, o caso particular f(R) =
R + Ry (R/R,)* (Carroll et al. 2004). De acordo com Hindawi et al. (1996), é possivel
reduzir a ordem das equagoes de campo, por intermédio da introducao de um campo escalar

adicional, designado A, conforme verificado na igualdade que se segue:

R\? R A\?
R+R|—) —Ry(=-2
i O(RO) O<Ro 2)]

_ 2%2/6%\/__9 [(1+A)R—Ro)ﬂ . (1.18)

1

Sgrav ~ 5.2 /d4l‘\/ —g

2K

Na expressao acima, o parametro Sy, corresponde, por definicao, a parte puramente
geométrica da agao, utilizada na demonstracao das equagoes de campo. A variacao de Sy,
no tocante ao campo escalar \, resulta na formula 2R = Ry\. Assim, a lagrangiana presente
em (1.18), quando minimizada, de forma independente, com relagdo as componentes da

métrica e do campo escalar, A\, prediz equagoes de campo equivalentes as obtidas por meio
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da minimizacio da funcio f(R) = R+ Ry (R/R,)’, com relacio somente aos elementos da

métrica. A partir da definicao x := A + 1 e da posterior substituicao desse novo campo em
(1.18), a igualdade

1 4.

Sgravzﬁ/dx —g

XR — (1.19)

4

Ry (x — 1)2]

¢ demonstrada.
No caso geral, o mesmo procedimento algébrico é empregado (Hindawi et al. 1996).

Inicialmente, um campo escalar auxiliar, denominado A, é definido e, em seguida, a acao

S = 50z [ ov=a | LR -0+ 5] (1.20

é postulada. Os campos A e R sao, por hipotese, independentes. Nas situagoes em que a
derivada d?f(\)/d\?* ndo assume valor nulo, a minimiza¢ao da agao (1.20), com relagao a
variavel A, resulta na igualdade A = R. Nesse, e somente nesse caso, a acoes (1.2) e (1.20)
sao equivalentes.

No entanto, a lagrangiana, presente na a¢ao (1.20), é uma fungao afim no escalar de Ricci.
Como consequéncia, as equacoes de campo, obtidas a partir do principio variacional, nao
contém derivadas covariantes desse escalar, resultando em equacoes diferenciais de segunda
ordem nos elementos da métrica. Por meio da substitui¢do da definicao x := df(\)/d\ em

(1.20), a expressao
xR
Sgrav = /d4ZL‘\/ —g |:2_/€2 - XQV(X):| (121)

¢ obtida. O potencial V(x) €, nesse caso, igual a

1

ACOx = FAC))] - (1.22)

A acao (1.21) é equivalente a um caso particular das teorias do tipo escalar-tensorial. A

parte puramente geométrica dessas teorias é igual a

R
Sgray 1= /d4:c\/—g {% - wBD—X —U(x) (1.23)

por definicdo. A quantidade wgp, presente na expressao acima, é designada parametro de

Brans-Dicke. A equivaléncia com as teorias f(R) ocorre para o caso em que wgp ¢ nulo.
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A partir do principio da minima ac¢ao, as equacoes de campo sao demonstradas para o
caso geral das teorias do tipo Brans-Dicke. Como exemplo particular, as expressoes para
wpp = 0 sao obtidas. Para teorias do tipo escalar-tensorial, as formulacoes métricas e
de Palatini nao sao equivalentes. Em conformidade com a restrigao, explicitada na secao
anterior,
referente & anéalise das teorias f(R), os capitulos posteriores ndao estudam as equagoes de
campo obtidas na formulagao de Palatini. Os simbolos de Christoffel sao, por conseguinte,
presumidos.

Mediante a utilizagdo das relagdes demonstradas na se¢ao anterior, a agdo (1.23) é mini-

mizada. Inicialmente, a expressao

xR VaxVex XOR

2/ o (—2 ‘”BDW‘U“)) v (5 |-

/ ov/=7 (wppo(g??)LXVEXY | 5q

2K2x
/_ 6’
/ L 5\/_+5R\/_)] +wBD/d4 > {WXV 2 (%x(?gx} 397+
2k2 2K 2x X

+ /d4x { - z_gU(X)gag] 6g™% + 6t - (1.24)

é obtida. Nessas igualdades, o emprego da formula (1.7) é indispenséavel para isolar, em
todas as parcelas do integrando, o fator 6¢g®°. Além disso, o termo envolvendo a variacio
do escalar de Ricci necessita ser expandido. Para destringa-lo, as expressoes (1.8), (1.9) e

(1.11) sao fundamentais, conforme verificado no desenvolvimento

OR
[N PR
= / d%«h—g% [Rapbg™” + g°7 (V017 5, — V30I7 )]
— /d4x\/—g% [Ragégo‘ﬁ +V, (gaﬂ(SFpﬁa — go‘p5Fﬁﬁa>}

N / A 2;29 [XRapd9™” + Vo x (Vadg™ — g7V adg",)]

/_g o
= /d4x 5. [XRas — VaVaX + 9apg"*V .V ,X] 6% . (1.25)
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Para obter as equacoes de campo, é indispensavel a substituicao do resultado obtido em

(1.25) na variacao da acao (1.24). Nesse caso, essas equagoes de campo sdo iguais a

— VaVaX + 9asVVox + KU (X)Gap = K°Tp -
(1.26)

VoxVox VaXVﬂX>

G, o
X 5+wBD( 2 Gap

Para demonstrar a equivaléncia existente, no caso particular wgp = 0, entre as equagoes
de campo (1.14) e as equagoes de campo (1.26), é imprescindivel efetuar as substituigoes

X = freU(x) =x*V(x), com V(x) definido em (1.22), conforme explicitado na equagao

K2Tog = [RGap — VaVafr + 9asViVafr + K2 RV (fR)Gas

1 1
= Ir (Raﬁ - §Rgaﬁ) — VaVsfr+ 9asVVofr + 5 (Rfr — f(R)) gap

R
= frRap — %gaﬁ — VaVsfr+ 9a5VVofr . (1.27)

As teorias do tipo escalar-tensorial sdo invariantes sob transformacoes conformes (Flanagan

2004). Elas sao caracterizadas pela regra
G = (") g (1.28)

parametrizada por uma fun¢ao, 2(z*), nomeada fator conforme (Carroll 2004). De acordo
com Dicke (1962), essas transformacoes equivalem a alteragoes no sistema de unidades uti-
lizado nas medicoes de diversas grandezas fisicas, tais como distancia, tempo e massa. Por
exemplo, ¢ designado moldura de Jordan o sistema de unidades construido a partir da fisica

de particulas. Por intermédio da transformacao

G = XY » (1.29)

com x := df(R)/dR, a moldura de Einstein é postulada. Nela, a agao (1.21) adquire a forma

R o
52~ 02000 = V(9) | + Smat[Guve®, V] (1.30)

S:/d4m\/—_§
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Na igualdade (1.30), o campo ¢ é definido por meio da equagao x = e 20/V6 o a fun-
¢ao V(x(¢)) corresponde ao potencial enunciado na formula (1.22). Além disso, a agido das
interacoes nao gravitacionais, representadas pela letra grega WV, foi explicitada, pois a trans-
formacao conforme altera o acoplamento desses elementos com as componentes da métrica.

As equagoes de campo sao, nessa nova moldura, iguais a

- 1. - . 1_, ~
RHV - §guuR - ’%2 {auaugb + Guw (_59 Baaaﬁ(b + V(¢))1 = H2T/W (1‘31)
€ a
av K2 46 o~
O¢p = — E_ﬁwﬂ(”. _
TRV 32

Ao contrario do que ocorre na moldura de Jordan, o tensor energia-momento, 7}, nao é
conservado.

A compreensao dos efeitos, nos observaveis presentes no Sistema Solar, das nao linea-
ridades das equagoes de campo das teorias f(R) é, usualmente, desenvolvida na moldura
de Einstein (Khoury & Weltman 20044, Khoury & Weltman 2004b). Apesar da utilidade
dessas transformacoes, é necessario prudéncia na comparacao de resultados demonstrados
em diferentes molduras. A equivaléncia fisica entre duas teorias, do tipo escalar-tensorial,
relacionadas por uma transformacao conforme, depende de uma reinterpretacao tanto das
variaveis fisicas, tais como a densidade de energia de matéria, quanto dos parametros geo-
métricos, a exemplo do tensor de Riemann. Esse procedimento é fundamental, pois a forma
funcional dessas grandezas nao é, em geral, invariante sob essas transformagcoes (Dicke 1962).

Falsos questionamentos podem ser formulados quando parametros fisicos e geométricos,
definidos em diferentes molduras, nao sao interpretados corretamente (Flanagan 2004). Por
exemplo, é possivel indagar sobre como uma teoria, do tipo escalar-tensorial, cujo o campo
escalar ndo ¢ minimamente acoplado com os elementos da métrica, tal como ocorre em (1.23),
é equivalente ao caso expresso em (1.30), cujo campo escalar é minimamente acoplado. Na
moldura de Einstein, o valor de grandezas como massa, comprimento e tempo, avaliados
num determinado ponto, z,, do espaco-tempo, depende do valor do campo x nesse mesmo
ponto.

Portanto, para uma correta comparacao com dados observacionais, que sao sempre me-

didos nas unidades obtidas a partir da fisica de particulas, as previsoes teodricas tém que
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ser enunciadas na moldura de Jordan, mesmo que tenham sido demonstradas numa outra

moldura arbitraria. A respeito dessas precaucoes, uma discussao minuciosa é exibida em

Flanagan (2004).



Capitulo 2

Introducao a Evolucao Cosmolobgica

2.1 Introducao

Neste capitulo, a evolucao das componentes da métrica e do tensor energia-momento é
analisada no contexto da cosmologia. A evolucao temporal dessas grandezas é calculada
por intermédio das equagdes de campo (1.16) aplicadas a métrica de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker. Essa, por sua vez, é definida a partir do elemento de linha

dr?

1—kr?

ds® = —dt* + a*(t) [ + TQdQQ} . (2.1)

Na deducao das equagoes de Friedman generalizadas, a nulidade da curvatura tridimen-
sional é pressuposta, implicando a igualdade £ = 0. Esse caso corresponde a um universo
homogéneo e isotropico em que todas as se¢oes espaciais tém um escalar de curvatura nulo.
Objecoes a essa imposicao arbitraria podem ser formuladas de maneira legitima. A motiva-
¢ao subjacente a essa escolha reside no fato que as teorias f(R) devem obter uma cosmologia
similar a predita pelo modelo ACDM. Esse é um vinculo essencial para a concordancia desses
modelos com as observacoes referentes, em especial, & Radiacao Coésmica de Fundo. Em caso
de necessidade, o mesmo procedimento a ser desenvolvido neste capitulo pode ser utilizado
para demonstrar as equagoes no caso em que k # 0.

A primeira equagao de evoluc¢ao equivale & componente 00 das equagoes de campo (1.16).
As expressoes, para as componentes relevantes do tensor de Ricci e dos simbolos de Chris-

toffel, sao calculadas a partir do elemento de linha (2.1). Os detalhes algébricos dessa

14
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demonstragao podem ser verificados em Carroll (2004) e em Wald (1984). Por conseguinte,

esses passos sao omitidos. Os resultados sao expostos nas igualdades

I, =0,

Fon = F022 = FO33 =aa, FO@']’ =0 (i#]),
3 i ? :

Rop = —=, R=6 —+(—)]=6H+12H2. (2:2)
a a a

O emprego das componentes dos simbolos de Christoffel possibilita o calculo das derivadas

covariantes do campo fg. Elas sao iguais a

VOVO(fR) = 8060<fR) - Féoo&i(fR)
= 000o(fr) — T0000(fR)
= fr (2.3)

VAV u(fr) = 0"0u(fr) — 97T 05(fr)

=ﬁ+8%U@. (2.4)

A substituigao, nas equagoes de campo (1.14), dos resultados expressos em (2.2), (2.3) e

(2.4), implica a obtengao da expressao
1 .
3H*fr — §(fRR—f(R)) +3H fr = K*(pm + Praa) - (2.5)

A igualdade acima é designada primeira equacao de Friedman generalizada. No lado
direito, os parametros p,, € praq correspondem a densidade de energia de matéria nao re-
lativistica e de radiagao. Para demonstrar a segunda equacao de Friedman, a derivada,
com respeito a coordenada temporal, de ambos os lados da formula (2.5) é calculada. Pos-

teriormente, a expressao referente a conservacao do tensor energia-momento é empregada,
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conforme relatado a seguir:

d
dt
= [GHHfR—FgHQfR] =~ [RfR“‘RfR_f} +3 [HquLHf}g]

=3H [2HfR+HfR—%(H+2H2>+ﬁ+fR

{3H2fR_ = (frR — f(R))+3HfR} =

— 8H |2H [ — Hfn + f]
- KJQ(pm + prad)

4
= —3HK*(py + gprad) . (2.6)

Mediante o cancelamento dos fatores comuns aos dois lados dessa igualdade, a segunda

equacao de Friedman,

. . . 4
—2Hfp+ Hfr— fr=r" (pm+§prad) , (2.7)

¢é obtida.
Conforme demonstrado em Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa (2007), é possivel

transformar as equagoes (2.5) e (2.7) num sistema auténomo, por intermédio das defini¢oes

YT UHfR > G6FH?’
R ra
Ty = = 2 Lrad (2.8)

6H? T
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Para demonstrar a existéncia desse novo sistema, em primeiro lugar, a derivada
dry _ 1dn
dN — H dt
r .o . . . 2
_ V| fr  frRH  fr
H |Hfg H*frp Hff
_ 1 _ H <2H ﬁme 4"£2prad f:R > fRH fR2]
~ H| T\m

H2fp ' 3H2fp Hfgp) Hfs Hf3

- . . . . 2
_ g + ’izpm 4HQPrad B fR + fRH + fR
H?  H?fgr 3H?fr Hfr H3fr H?f}

=2(z3 —2)] +[3(1 — 2y — 23 — 23 — 24)] + day + 21 + [—21 (T3 — 2)] + 27

= —T3 — 1— 31’2 + l’% — 13 + X4, (29)

é calculada, com N := In(a(t)). Na passagem da segunda para a terceira linha, a equacao
(2.7) foi empregada para remover o termo proporcional & derivada d? frr/dt*.

Em segundo lugar, o calculo da derivada

dry 1 dxo
dN ~ H dt ' |
_ |y 2Mf(R) | f(R)fr
~ H | 6H2fr G6H3fp  6H2f%

R 2H[(R)  [(R)[r

6H3 = G6H*fr ~ 6H3f}

(mR+ﬂmH+(f®><jﬂ

C6fprH3 T 3H2fr H2 T\ 6H2fr) \ Hfg
= _6f1;f§H3 + —21’2 (273 — 2) + 2122
fr R fr
= (— HfR 6]—_[2 RfRR — QZL'Q (Z‘g - 2) + T1T2
- % — 2wy (23 — 2) + 7129 (2.10)

é apresentado. Nessa expressao, o fator adimensional m é definido por intermédio da igual-

dade
_ Rfrr
m = )

i (2.11)
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Em terceiro lugar, a derivada

L
dN  H dt
1| R 2RH
-~ H |6H? 6H3
I
=— ;n3—2:c3 (23 — 2) (2.12)

é exibida e, finalmente, a derivada da variavel x4, com respeito ao logaritmo do fator de

escala, é, na sequéncia, avaliada:

dl‘4 o 1 de’4
dN  H dt
1 | K%praq _ 262 praa H _ —K2praa [

~ H |3H2fp  3H3fg 3H2f2

— 4 ’i2prad 2"12prad H _’izprad fR
- 3H%fp  3H%fp H> 3H2fr Hfg
= —41'4 — 2$4(£L‘3 — 2) + 2174 . (213)

Na passagem da segunda para a terceira linha desse desdobramento, a equacao de conservagao
para a componente de radiacao foi utilizada para remover o fator proporcional a derivada
primeira da densidade de energia de radiacao, com respeito ao tempo.

As equages (2.9), (2.10) , (2.12) e (2.13) formam um sistema auténomo. O parametro m,
definido em (2.11), pode ser reescrito como fungao do fator r. Esse termo é, em contrapartida,

definido a partir da igualdade
_Bfr _ s
f(R) a2

As formulas (2.11) e (2.14) fecham o sistema de equagdes para as variaveis 1, xq, T3 € xy4.

(2.14)

O préximo passo na anéalise da dinamica cosmologica, prevista pelas teorias f(R), consiste

na obtencao dos pontos criticos do sistema de equacoes autonomas. Previamente, contudo,
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as definicoes

I<L2pm
m = Srra 2.15
3H?fg (2.15)
Qrad =Ty, (216)
QEE =2+ T + T3 (217)

sao apresentadas. Essas igualdades envolvem as densidades de energia de matéria nao rela-
tivistica e de radiacao, além de grandezas geométricas, definidas a partir de uma analogia
explicita com variaveis empregadas em modelos de energia escura que pressupoem a vali-
dade das equagoes de Einstein (Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa 2007, Amendola,
Polarski & Tsujikawa 2007). Por intermédio da divisdo de ambos os lados da equagao (2.5)
pelo fator 3H? fg, a primeira equacao de Friedman generalizada é reescrita como funcao dos

parametros €2,,, .q € Qrg, conforme demonstrado na expressao

/‘132pm '%Zprad fRR f(R) 3HfR

1= — - —
3H?fr | 3H2fn GOHZfn GHfn B3H2f
o + &1+ Ty + T3+
= xr x xX x
3HZ fp 1 2 3 4
= Qp + Qaa + Opp - (2.18)

No contexto das teorias f(R), o parametro Qg deve ser interpretado como sendo apenas um
agrupamento particular do conjunto de modificagoes que a agao (1.2) introduz nas equagoes
de campo, quando essas sdo comparadas com as equacoes de campo de Einstein. E impor-
tante mencionar, no entanto, que existem outras maneiras de incorporar essas alteracoes.
Em particular, Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa (2007) e Amendola, Polarski &
Tsujikawa (2007) utilizam as definigoes
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~ L ,i2pm
" SR f(R) (219

e o '%zprad
Qrad = SHZ (7D (2.20)
QEE = % T+ X9+ T3+ fRJSf) —1] . (221)

Nas expressoes acima, R ¢ um parametro igual ao valor do escalar de Ricci em z = 0.
Além disso, o fator fz(R) corresponde ao valor da funcdo fr avaliada em R = R. A partir

dessas definigoes, a equivaléncia existente entre a equagao (2.5) e a igualdade
1= Q4 Qaa + Qi (2.22)

é comprovada.

Todas as possiveis defini¢oes correspondem & densidade de energia e a pressao da energia
escura, além de uma uma equagio de estado (Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa
2007, Amendola, Polarski & Tsujikawa 2007, Amendola & Tsujikawa 2008). Todavia, elas
nao predizem, de modo necessario, valores idénticos para essas variaveis, mas isso nao é
relevante, na medida em que todas prevéem uma dinamica andloga para o fator de escala
e para a fungdo de Hubble (Miranda et al. 20096). Por exemplo, divergéncias na equacao
de estado da energia escura, obtidas numa determinada escolha para densidade de energia e
pressao associada a energia escura, podem nao corresponder a problemas fisicos do modelo,
pois é possivel que uma outra definicao dessas variaveis apresente um comportamento regular.

As definigoes (2.17) e (2.21) correspondem a uma densidade de energia

frR— f(R)

5 —3Hfr+3H* (fr(R) — fr) , (2.23)

27
K™ pEE =

a uma pressao

frR— f(R)

HQ?EE:fﬁﬂLQH]ER— 5

_ <2H+3H2) (fr(R) — fr) (2.24)
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e a uma equacao de estado

Pk frR— f(R) — 6H fr + 6H (fr(R) — fr)
1 2z3 -1+ a2y (2.25)
—?1—y(Qm+Qrad) ‘

_ DEE 1+ fR—QHfR—4H(fR(R)_fR)

relacionado a energia escura, com o parametro y definido por meio da igualdade y =
fr/fr(R). Segundo Amendola & Tsujikawa (2008), modelos f(R) semelhantes & lagran-
giana de Einstein-Hilbert, acrescida de uma constante cosmologica, produzem divergéncias
na equacao de estado wgg. Por um lado, na era dominada pela matéria nao relativistica, a
desigualdade Q,, = 1 e y > 1 é satisfeita, o que implica em 1 —y (2, + Qraq) < 0. Por outro
lado, durante a fase final acelerada, a expressao €2,, =& 0 e y ~ 1 é valida, o que acarreta
em 1 — y (2, + Qaq) > 0. Logo, existe um valor para o desvio para o vermelho em que
a quantidade 1 — y (€2, + Qraq) é nula, demonstrando a existéncia de uma divergéncia no
parametro Wgg.

O comportamento singular na equagao de estado da energia escura nao implica, no en-
tanto, em divergéncia nas grandezas fisicas e geométricas, incluindo o fator de escala, a
densidade de energia de matéria nao relativistica ou a funcao de Hubble, pois eles se man-
tém regulares ao longo da evolucao cosmologica, mesmo no valor do desvio para o vermelho
em que a divergéncia na equacao de estado ocorre. Conforme mencionado, diferentes de-
fini¢coes para a densidade de energia e a pressao da energia escura resultam em diferentes
comportamentos para a equacao de estado dessa componente sem, todavia, modificar a di-
namica dessas grandezas. As divergéncias relatadas em Amendola & Tsujikawa (2008) estao
associadas a maneira pela qual esses autores agrupam as modificacoes introduzidas pelas
teorias f(R) nas equagoes de campo, com rela¢ao as equagoes de Einstein.

De acordo com Miranda et al. (20090), é possivel eliminar o comportamento singular
descrito em Amendola & Tsujikawa (2008) para a equagao de estado da energia escura,

utilizando as seguintes defini¢coes para densidade de energia e pressao de energia escura:

K prg = w —3H fr+3H*(1— fr), (2.26)
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(f(R)— fnR)

5 (2.27)

K2 pep = fr+ 2H fr — <2H + 3H2) (1—fr)+
O comportamento regular da quantidade wggy = prr/per pode ser diretamente verificado,
num modelo particular proposto em Miranda et al. (2009b), nas figuras (2.14) e (2.15). Um
outro comportamento interessante de wgp € que sempre cruza, durante um intervalo finito
do desvio para o vermelho, o limite wgg = —1 em fungdes f(R) semelhantes & lagrangiana
de Einstein-Hilbert, acrescida de uma constante cosmologica, no limite R > R, conforme
verificado na figura 2.1 (Motohashi, Starobinsky & Yokoyama 2010). Entretanto, a equacao
de estado efetiva que, conforme sera definido adiante, corresponde a razao entre a pressao e
a densidade de energia total no universo, nunca admite uma expansao do tipo phantom e,

portanto, o fator de escala apresenta uma dindmica regular nesses modelos.

-0.92 , : ,
n=2 1=0.95 ——
0.94 n=3 x=0.73 }
-0.96 n=4 =061 -------- i
’ ACDM  wereereees
-0.98 ]
w
£ -1.00
-1.02 .
-1.04 ]
-1.06 .
-1.08 ' ! .
0 1 2 3 4
Zz

Figura 2.1: Na figura acima, o comportamento da equagio de estado wgg = pgg/pEE, previsto pelo
—-n
modelo f(R) = R+ ARy {(1 + %;) — 1] , para diferentes valores dos parametros n e
0
A. Fonte: Motohashi et al. (2010)

A equacao de estado efetiva é definida, por conveniéncia, por intermédio das equacoes
de Friedman demonstradas a partir da teoria da Relatividade Geral (Amendola, Gannouji,
Polarski & Tsujikawa 2007). Mediante o célculo desse parametro, é possivel acompanhar a
evolugao temporal do fator de escala. Por exemplo, uma equacao de estado weg := P/p =10
corresponde a uma evolucdo do fator de escala proporcional a t¥2. J4 a igualdade weg = 1/3

equivale a uma dependéncia porporcional a t'/2 (Weinberg 2008, Carroll 2004).
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Para especificar a equagao de estado, weg, como funcao dos fatores =i, xo, x3 € x4, €
necessario enunciar as equacoes de Friedman obtidas na teoria da Relatividade Geral. Elas

sao iguais a (Weinberg 2008, Carroll 2004)

H* =) p;, (2.28)

. 2
a : K
2
—=H+H =—=) (pi+3p:) - (2.29)
a 2 &
(2
O somatorio, presente nas formulas acima, compreende as diferentes componentes para a
densidade de energia e a pressao no universo, a exemplo da matéria escura, dos neutrinos, da

radiagao e da energia escura. Por meio de uma substitui¢ao, na equagao (2.29), da expressao

(2.28), governante da dinamica da densidade de energia total no universo, as igualdades
. 2 [{2
H+H = —5Z(Pz'+3pz‘)

-5 (o)

(2

H2
=~ (1 + 3wen) (2.30)

sao demonstradas. Mediante um rearranjo dos termos presentes no desdobramento acima, a

equacao de estado efetiva

. 2H
et = 3H?
2
— 11— (z5—2
3 (3 )
1
=3 @2 -1) (2.31)

é reescrita como funcao do parametro zs.
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2.2 Pontos Criticos

Nesta secao, os pontos criticos do sistema de equagoes autdonomo, formado pelas ex-
pressoes (2.9), (2.10), (2.12) e (2.13), sdo calculados. Inicialmente, a igualdade x4 = 0 ¢é
pressuposta, o que equivale desprezar a influéncia da radiacao e da matéria relativistica. Do
ponto de vista empirico, essa hipotese ¢ bem fundamentada, pois a presenca dessa compo-
nente nao deve influenciar, de forma significativa, a existéncia de pontos criticos relacionados
a uma fase transiente dominada pela matéria nao relativistica e a um atrator final dotado
de um fator de escala acelerado. Durante a quase totalidade dos periodos mencionados, a
contribuicao da radiacao, para densidades de energia e pressao no universo, é insignificante.

As definicoes

fl(l'l,l'g,l'g) =1 I3 — 3$2 + l’% —X1x3 ,
Z1x3
fowy, 29, 23) 1= mir) Ty (223 —4 — 1)
T1T3

fa(w1, 29, 23) = — — 2z (v3 —2) , (2.32)

sao convenientes para identificagao dos pontos criticos do sistema de equacoes nas variaveis
T1, To, Ty € xTy. As expressoes (2.9),(2.10), (2.12) e (2.13) sdo, mediante o emprego das

fungoes fi(x1,x2, 23), fo(T1, T, x3) € f3(x1, 9, x3), reescritas na forma

dx

d_]\; = f1(I1,$27$3) )

dx

d_]\? = f2($17$2,$3) )

dx

d—]\? = f3(l’1,l‘2,$3) . (233)

A Algebra necessaria, para o calculo dos diferentes pontos em que essas derivadas sao
nulas, é elementar. Portanto, apenas os resultados desse procedimento sao apresentados,
em conjunto com os valores, nesses distintos pontos criticos, da equacao de estado efetiva

e da densidade de matéria nao relativistica. Esses fatores auxiliam na determinacao das
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regioes, no espago de parametros, dotadas de interesse fisico (Amendola, Gannouji, Polarski

& Tsujikawa 2007). Finalmente, a listagem dos pontos criticos é apresentada a seguir:

Py (1,20, 23) = (0,—1,2), 9, =0, weg=-1, (2.34)
Py (xy,m9,23) = (—1,0,0), Q,, =2, weg=1/3, (2.35)
Ps: (1, 29,23) = (1,0,0), Q, =0, weg=1/3, (2.36)
Py (1, 29,23) = (—4,5,0), Qn =0, weg=1/3, (2.37)

P : ($17$2,I3) = (

3m 14+4m 14+4m
T+m’ 2(1+m)? 2(1+m)
m(7 +10m)

m(7+ 10m) m

Qp=1-— , Weg = ——— , (2.38
BaFmpE T Ty (23
Py (21,19, 25) = 21-=m) 1-4m  (1—-4m)(1+m)
0TI T+ 2m T m(14+2m)” m(l+2m) )’
2 — 5m — 6m?
Qo =0, weg= — "2 (930)

3m(1+ 2m)

De acordo com as expressoes para esses diferentes pontos criticos, apenas o ponto Ps é
apto a originar uma fase em que a equacao de estado efetiva é igual a zero. Logo, para
possuir uma fase dominada pela matéria, os modelos f(R) devem ser compativeis com a
existéncia desse ponto. Além disso, ele deve exibir uma dinamica analoga a um ponto de
sela. Nos casos em que P5 é um ponto fixo atrator, nao hd uma fase acelerada posterior. J&
nas situacoes em que P5 equivalente a um ponto fixo repulsor, a fase dominada pela matéria
nao relativistica é muito instavel e, para manté-la por tempo suficiente, ajustes finos nas
condicoes iniciais sao necessarios.

A existéncia de uma fase acelerada, com uma equacao de estado efetiva que satisfaca o
vinculo weg = —1, é compativel com as propriedades dos pontos P, e Fs. Por conseguinte,
modelos f(R) devem prever a existéncia de ao menos um desses pontos fixos. Além disso,
esse ponto deve possuir um comportamento equivalente a um atrator dinamico. Em princi-
pio, modelos cuja fase acelerada é transitoria, prevendo alteracoes futuras na equacao de

estado efetiva, nao podem ser descartados pelas observagoes. No entanto essa possibilidade
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é desconsiderada por simplicidade.

Além de serem compativeis com a existéncia de uma fase transiente dominada pela ma-
téria nao relativistica, acompanhada, em seguida, por um periodo acelerado, as teorias f(R)
também devem permitir a conexao dinamica entre essas duas etapas. Em particular, o
modelo f(R) = R — aR%/R, proposto em Carroll et al. (2004), contém os pontos criticos
necessarios, mas esses sao desconexos. Assim, nao é possivel encontrar uma solucao em que
a fase acelerada sucede a era dominada pela matéria nao relativistica. Como consequén-
cia, esse modelo nao é viavel (Amendola, Polarski & Tsujikawa 2007, Amendola, Gannouji,
Polarski & Tsujikawa 2007).

Nas teorias f(R), a maioria dos exemplos existentes na literatura nao é passivel de originar
uma fase transitoria desacelerada, dotada de uma equagao de estado efetiva nula, seguida
por um periodo acelerado (Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa 2007). Nesses casos,
o sistema evolui, antes de alcancar a vizinhanga do atrator final, para regides proximas a
um ponto fixo caracterizado por uma equagao de estado que obedece a igualdade weg = 1/3.
Logo, o valor desse parametro é modificiado, de forma abrupta, de weg = 1/3 para weg <
—1/3.

Para determinar a estabilidade dos pontos fixos, é necessario definir a matriz Jacobiana,

Oh 9K 0N
3331 8:)32 8$3

Jo= |0k 0 0f
(9%1 83:2 81’3

ofs Ofs Ofs
Oxr1 Oxze  Oxs

2r1 — T -3 —1—x
_ x I1M$§ 1 (I1$3M)
= ﬁ “+ X9 M2zl — 233'3 +4+x m T zam? 229 y (240)
2
_ 3 _mnzzM _m 4 4 mazsM
m m2x3 4 m + 3 < 4+ zom?2 )

do sistema (2.33) e, posteriormente, calcular os autovalores desse operador em cada um
desses pontos.
Na matriz acima, a fungao M (r) é definida por meio da equacao M (r) := dm/dr. Para o

ponto fixo P;, o valor do parametro r := x3/xy é igual a r = —2. Além disso, os autovalores
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da matriz (2.40) sao, nesse ponto, iguais a

(_37 3, V- 16/m|7n:—2> | (2.41)

2 2

Na listagem (2.41), m|,—_» corresponde ao valor do parametro m, definido na equagao (2.11),
em r = —2. Por consequéncia, para garantir que P; seja um ponto fixo atrator, isto é, para
que todos os autovalores expostos em (2.41) sejam menores ou iguais a zero, é indispensavel

o respeito ao vinculo

0<mlyon<1. (2.42)

No ponto fixo Ps, o parametro m, reescrito como fungao da variavel r := Rfgr/f(R),
adquire a forma funcional

m(r)=—-r—1. (2.43)

De acordo com a expressao (2.38), o parametro €, é igual a 1 se e somente se a funcdo
m(r) é nula em P5. Essa sentenga implica, por intermédio da expressao (2.43), a igualdade
r = —1. A anélise da estabilidade da fase dominada pela matéria nao relativistica necessita

do calculo dos autovalores

(2.44)

3 256m3 + 160mZ — 3Lm; — 16
(3(1+M5),—4( 4 Yms(256m5 + 160m3 — 31ms )>

ms + 1) 4m5(m5 + 1)

da matriz Jacobiana no ponto critico Ps,. Esses foram apresentados, na igualdade acima,
dependentes das incognitas ms;, que corresponde ao valor da funcao m(r) em Ps, e M;, que
denota a derivada dm/dr avaliada nesse mesmo ponto. O limite ms < 1 dos autovalores

expostos em (2.44) resulta na listagem

(3(1 M), 5 & \/%) | (2.45)

A apreciacao do comportamento das expressoes listadas acima requer prudéncia, por
causa de uma aparente divergéncia existente, no limite ms; — 0, no segundo e no terceiro
autovalores. Nas situagoes em que a fungao m(r) assume valores negativos na vizinhanga
do ponto Ps, os autovalores sao todos niimeros reais e, portanto, Ps equivale a um ponto

de sela. Todavia, dois autovalores da matriz jacobiana, sendo um deles positivo, divergem
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nesse limite, dificultando a permanéncia do sistema dinamico nessa regiao do espaco de
parametros. O sistema, entao, se afasta de forma rapida, uma vez alcancado a vizinhanca
desse ponto de sela. Nesse caso, a fase dominada pela matéria nao relativistica nao é longa o
suficiente para compatibilizar a teoria com as observagoes relativas a formacao de estruturas
em larga escala (Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa 2007).

Em contrapartida, nos casos em que m(r) assume valores positivos nas imediagoes do
ponto Ps, o segundo e o terceiro autovalor, presentes em (2.45), sao niimeros complexos com
parte real negativa. Por consequéncia, o sistema oscila de forma amortecida nas dire¢oes em
que apontam os autovetores associados a esses autovalores. Além disso, é indispenséavel que
o primeiro autovalor seja um nimero real positivo, para que a dinamica desse ponto fixo nao
seja equivalente a um atrator final.

Como consequéncia, a existéncia de uma fase estavel dominada pela matéria nao rela-
tivistica depende da satisfacao de dois vinculos. Em primeiro lugar, a desigualdade m(r <
—1) > 0 deve ser respeitada, pois ela garante, por meio da equagao (2.43), a existéncia do
limite superior ms(r — —1) — 07, Em segundo lugar, o valor da derivada da fungao m(r),
com respeito ao parametro r, no ponto Ps deve ser maior que M(r < —1) > —1.

Concluido o estudo dos pontos criticos P, e Ps, as condigoes necessarias para que o ponto
FPs origine uma fase acelerada sao enunciadas. Nesse caso, também é imposta a relagao
Wer ~ —1 para a equacgao de estado efetiva. Em primeiro lugar, os parametros r e m
também satisfazem, nesse ponto, a relagdo (2.43). Em segundo lugar, os autovalores da

matriz jacobiana sao iguais a

<4 N 1 2—3mg—8m2 2(mZ—1)(1+ M6)) (2.46)

%7 m6(1—|—2m6) T m6(1+2m6)

Dado que uma fase é acelerada se e somente se a desigualdade weg < —1/3 é satisfeita, é
necessario ajustar o valor dos parametros mg e Mg para incluir o valor da equagao de estado
em Fj nesse intervalo. Resultados numéricos, apresentados nas figuras 2.2 e 2.3, demonstram

que esse ponto critico corresponde a uma fase acelerada se e somente se um dos vinculos

—(1 3 1 3—1
me < (+\/_), ~3 < mg <0, me > @ (2.47)

é respeitado.
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Figura 2.2: Na figura acima, a variagao, no ponto critico P, da equagao de estado efetiva em fungao
do valor do parametro mg, é apresentada. A linha preta, horizontal e tracejada define
o limite entre um comportamento acelerado e um desacelerado do fator de escala. J4 a
linha azul, horizontal e tracejada define a fronteira entre uma expansao acelerada nao
singular (weg > —1) e uma expansao acelerada do tipo phantom (weg < —1).

Em terceiro lugar, a equagao de estado efetiva tende, no limite mg — £o0 , a weg = —1.
Por tltimo, os autovalores expostos em (2.46) tendem, nesse mesmo limite, a: (—4,—4,1+
Ms). Portanto, Ps é um ponto fixo atrator se e somente se a desigualdade Mg > —1 é
satisfeita. Nessa circunstancia, uma fase acelerada, compativel com a dinamica prevista pelo

modelo ACDM, é originada.

0 T T
K War=—1/3
71_----W-ef?=-—-f- =77
B ol
=
3l
-20 L L L L 4 L L L
-3.0 -25 -20 -15 -1.0 -05 0.5 1.0 15
Mg Mg

Figura 2.3: Na figura acima, a altera¢do, no ponto critico Fg, da equacao de estado efetiva em
fungao do valor do fator mg, é apresentada. O intervalo [—0.5,0] é omitido para fa-
cilitar a visualizacao. A linha preta, horizontal e tracejada define o limite entre um
comportamento acelerado e desacelerado do fator de escala. J4 a linha azul, horizontal
e tracejada define a fronteira entre uma expansao acelerada nao singular (weg > —1) e
uma expansao acelerada to tipo phantom (weg < —1).

A investigacao a respeito da estabilidade do ponto fixo Fs é subdividida em cinco casos
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distintos. Para simplificar a exposicao dos resultados contidos na listagem abaixo, a figura
2.4 exibe os diferentes autovalores da matriz jacobiana como funcao dos parametros mg e
Ms. Esses autovalores sdo nomeados, na ordem em que sdo apresentadas na equacao (2.46),
A1, A2 e A\3. Além disso, nessa mesma listagem, os valores previstos para a equacgao de estado

efetiva também sao apresentados.

(1) Mg>—-1lemg< _(1;\@) — Ponto fixo estavel e weg > —1 ,

(2) Meg>—-1le —3 <mg<0 — Ponto fixo estavel e wer < —1 (phantom) ,
(3) Mg>—-1lemg>1 — Ponto fixo estavel e weg < —1 (phantom) ,
(4) Mg<—-le(3-1)/2<mg<1 — Ponto fixo estavel e weg > —1

(5) Demais casos — Ponto fixo instavel .

(2.48)

0
Me Me

Figura 2.4: Da esquerda para direita, a variagdo dos autovalores A\; e Ag, em funcao da variavel mg,
é, na linha superior, exibido. Ja na linha inferior é apresentado a variagao, em Fs, do
autovalor A3 em funcao do fator mg, pressupondo Mg = 2 e Mg = —2.

Conforme mencionado, a anélise dos pontos criticos nao considerou a existéncia de radia-

¢ao, pressupondo, como consequéncia, a igualdade x4 = 0. Apesar dessa hipotese ser bem
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motivada do ponto de vista fisico, é importante investigar as mudancas que a presenca dessa
componente causa no sistema dinamico. Dois novos pontos criticos, cujas propriedades sao

expostas na listagem

P7 . ($1,$2,I3,$4) = (0,0,0, 1), Qm = 0, Weff — 1/3, (249)
P ( ) 4m 2m 2m 1 —2m — 5m?
|\ 1, X9, T3, T = —
8 1,42, 43,44 1+m7 (1+m)271+m7 (1+m)2 )
1—-3m
Oy =0, Weg = ———2" (250
(et (1+3m) (2.50)

devem ser considerados (Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa 2007).

O primeiro ponto fixo, denominado Pr, equivale a uma fase dominada pela radiacao. Em
compensa¢ao, o segundo ponto, nomeado Pg, origina essa fase apenas no limite mg — 0,
em que mg é igual ao valor da fungao m(r), calculada nesse ponto. Nos casos em que mg
é diferente de zero, tanto a radiacao quanto as modificacoes introduzidas nas equagoes de
campo,pelas teorias f(R), reunidas na variavel Qgg, sdo relevantes para a determinagao da
evolugao temporal do fator de escala.

Os pontos criticos Py, P, P3, Py, Ps e Ps nao sao alterados na presenca de uma compo-
nente (2,4 nao nula. A demonstragao dessa afirmagao depende da investigacao dos autova-

lores da matriz jacobiana,

25(]1 — X9 -3 -1 - T 1
ﬂ—{—QTQ MQL;Z‘Z’—ng—I—éL—FZEl ﬂ_(xL?)Q]m_2:B2 0
Jrad - " s 2122 M " w ; (251)
— L t-z gy (—azml) o
Ty 0 —21’4 —2173 + 21

intitulada Jy.q, das equagdes (2.9), (2.10), (2.12) e (2.13).

O determinante de Ji,q — Al é igual a (A — 2x5 + 1) det[J — AI], em que [ é a matriz
identidade. Como consequéncia, os autovalores da matriz (2.40) também sao autovalores do
jacobiano (2.51). Assim, a dindmica dos diferentes pontos fixos depende apenas do modulo
e do sinal do quarto autovalor, denominado A\s. No ponto Py, ele é igual a Ay = —4 e, por
conseguinte, a presenca de radiacao nao impoe qualquer restricao adicional.

No ponto Ps, esse autovalor é, no limite ms — 0, igual a Ay — 1/2, nao invalidando, por
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consequéncia, as conclusoes enunciadas no caso x4 = 0. Por tltimo, a inclusao da radiacao
no ponto Fs nao impoe vinculos adicionais nos intervalos em que este ponto fixo é estavel,

conforme verificado na figura 2.5.

(

A4(Me)
|

My

—

O [ o o |

-5k e H " I

E

Figura 2.5: A figura a esquerda apresenta a variacgao do autovalor A4, calculado no ponto Fg, como
funcao do parametro mg, para o caso Mg < —1. Os intervalos em que esse ponto nao
equivale a um atrator sdo desconsiderados, para facilitar a visualizagdo. A figura a
direita exibe esse autovalor, como func¢ao do fator mg, para o caso Mg < 1.
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2.3 Exemplos

A elaboracao tedrica apresentada na secao anterior permite eliminar algumas propostas
de modelos existentes na literatura. Alguns desses exemplos sao incapazes, por exemplo, de
prever uma fase dominada pela matéria nao relativistica longa o suficiente para possibilitar
a formacao de estruturas. Isso provoca a existéncia de um periodo com duracao excessiva
em que equagao de estado efetiva assume valores proximos a um terco e um decaimento
dos potenciais perturbativos com comprimentos de onda inferiores ao raio de Hubble. Nesse
caso, o tamanho das estruturas cresce, como fun¢ao do fator de escala, de forma logaritmica,
e 0 espectro de poténcia da Radiacao Cosmica de Fundo é perturbado de forma significativa,
por meio do efeito Sachs Wolfe integrado. Para ilustrar as possiveis aplicagoes dessa analise,
nesta secao dois exemplos particulares sao empregados. O primeiro a ser estudado é o modelo

f(R)=R—« (%ﬁ) (2.52)
é considerado, no caso a > 0 (Carroll et al. 2004).

Nesse exemplo, a fun¢do m(r), obtida por meio da equacao (2.14), é igual a

_Rfr
f(R)
_ R(+ay?)
~  R—aRy

r =

(2.53)

No desdobramento acima, o parametro y é igual a razao y := R/Ry. Mediante um rearranjo
algébrico, esse termo é reescrito como funcao do parametro r. Portanto, por meio da definicao

(2.11) e da expressao y* = a(r — 1)/(r + 1), m(r) é igual a

m(r) = R]{I}:R

—3ay 2
1+ ay=?
147

= (2.54)

De acordo com a expressdo acima, o limite r — —1 da fungao m(r) é igual a zero,

indicando a compatibilidade das caracteristicas presentes no ponto fixo P5 com a existéncia
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(2.43), demonstrando a viabilidade desse ponto critico, e a derivada M (r)

equacao

tende, neste mesmo limite, a M = 1. O comportamento das variaveis ms e M5 implica que

de uma fase dominada por matéria nao relativistica. Além disso, o valor r = 0 é raiz da

P5 é um ponto de sela, afirmacao verificada na figura 2.6.
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ao relativistica

R—a (R}/R). As

0 sao pressupostas e o intervalo de variacao dos

tros x9 e xz corresponde & vizinhanca do ponto fixo Ps.

Em contrapartida, a
figura a direita exibe o gréafico vetorial das derivadas dx1/dN e dzo/dN, pressupondo

2

éria n

, & eXpressao
1 concluir que o autovalor A3

—-0.10-0.05 0.00 0.05 0.10

2z

, € possive

,

(r) =0~

=0.
lim m
r——1

1/2 e xy

N

funcoes das variaveis x1, xa, x3 e 4, previsto pelo modelo f(R)
parame

igualdades @« = 1, z1 = 0 e x4
1 e divergente no limite (2.55). A era dominada pela mat

as igualdades 3

—0.60 -0.55-0.50 -0.45 -0.40
Entretanto, a desigualdade a(r —1)/(r+1) > 0, satisfeita por esse parametro, indica que

4

numero rea

Figura 2.6: A figura a esquerda apresenta o grafico vetorial das derivadas dxy/dN e dxs/dN, como
portanto, instavel, exigindo ajustes finos nas condigoes iniciais para manter a duracao desse

os valores permitidos para a variavel r estao contidos no intervalo (—oo, —1) U [1, 00). Logo,
periodo por um tempo suficientemente longo. Em compensacgao, o ponto P; nao é um ponto
atrator, conforme verificado na figura 2.7, pois o limite r — —2 da fun¢do m(r) é igual a

r — —1 equivale a um limite superior e, por conseguinte

¢ verdadeira. Por intermédio da equagdo (2.45)
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—1/2, nao pertencendo ao intervalo exibido em (2.42).
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Figura 2.7: A figura a esquerda apresenta o grafico vetorial das derivadas dz1/dN e dzo/dN, como

funcdes das variaveis z1, xa, 23 e x4, previsto pelo modelo f(R) = R — o (R3/R).

As

igualdades @« = 1, 3 = 2 e x4 = 0 sado pressupostas e o intervalo de variagdo dos
parametros x; e x1 corresponde & vizinhanca do ponto fixo P;. Em contrapartida, a
figura a direita exibe o gréfico vetorial das derivadas dxs/dN e dxs/dN, pressupondo

as igualdades 1 =0 e z4 = 0.

Por fim, o ponto fixo Fs é um atrator, conforme verificado na figura 2.8. Nesse caso,

r =1 é raiz da equagao (2.43). Como consequéncia, a derivada da fungao m(r) é, em P,

igual a M =1 e, além disso, a funcao m(r) é igual a m = —2. Esse ponto fixo origina, por

consequéncia, uma fase acelerada.

Concluindo a anéalise do caso particular (2.52), é possivel caracterizar a cosmologia pre-

vista por esse modelo como munida de uma fase dominada pela matéria nao relativistica

muito instavel. Portanto, entre a fase dominada pela radiacao e o periodo acelerado, o uni-

verso ¢ regido, em conjunto, pela matéria nao relativistica e pelas as modificacoes induzidas

pela teoria f(R), conforme exemplificado na figura 2.9 (Amendola, Gannouji, Polarski &

Tsujikawa 2007, Amendola, Polarski & Tsujikawa 2007).

O segundo caso analisado é o modelo

f(R)=R—aRyln

R
Ry

1+ =, (2.56)
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Figura 2.8: A figura a esquerda apresenta o grafico vetorial das derivadas dzxy/dN e dxs/dN, como
funcdes das variaveis x1, 2, o3 e x4, previsto pelo modelo f(R) = R — o (R3/R).
igualdades a = 1, 1 = —2 e x4 = 0 sao pressupostas e o intervalo de variacao dos
parametros xo e x3 corresponde & vizinhanca do ponto fixo Fs. Em contrapartida, a
figura a direita exibe o gréafico vetorial das derivadas dx;/dN e dzo/dN, pressupondo
as igualdades z3 = 3/2 e 4 = 0.

com o > 0 (Miranda et al. 2009b). Para determinar a dinamica dos pontos fixos, é necessario,
primeiramente, calcular as fungoes m(r) e M(r), o que é feito de forma paramétrica, a partir

das expressoes

1
m(R) = /o) [ o | (2.57)
() \ ()
(R)=R([1--2 Boarym (14 )} (2.58)
r = - — —alRyln — , .
1#—%% 0 f%

—(R*+ (—1 4 a)R?) (R—aRgln (1—?—1%))2

R+ Ro—aRy)? (—R(2R + Ry — aRg) + (R* + 2RRy — (—1 + a)R2) In (1 + Rﬁ>> '
(2.59)
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Figura 2.9: Cosmologia prevista pelo f(R) = R — a (Rj/R), supondo a = 1. As condigdes iniciais,
postuladas em N = —10, sdo: x4 = 0.9, 20 = -5 x 1074 23 = —(1 + 1 x 107 %) x5 e
x1 4+ w9+ 23 = 2x 10719, O parametro Qg corresponde a razao entre a densidade prp
e a densidade de energia total contida no universo sendo, portanto, igual x2pry/3H?.
O fator, por sua vez, equivale a ¢ = — (d?a(t)/dt*) a(t) (da(t)/dt)”* (parfmetro de
aceleracao). A evolucao do sistema, de uma maneira geral, nao depende do valor de Ry.
Essa quantidade, no entanto, é utilizada para precisar o valor da constante de Hubble
em z = 0.

Conforme mencionado, a estabilidade do ponto fixo P; depende, de modo necessario,
da validade do vinculo (2.42). Para a > 1, ele é satisfeito, conforme exemplificado na
figura 2.10. No caso particular em que a = 0.6, o valor da fun¢do m(r) em r = —2 &, de
modo aproximado, 1/2, valor este bem abaixo do limite superior m = 1. Entretanto, para
0 < a <1, oponto r = —1 nao pertence ao dominio acessivel ao parametro r, conforme
verificado na figura 2.11 e, portanto, a fase acelerada atratora, caso exista, é produzida pelo
ponto Fs.

Para determinar as caracteristicas dos pontos Ps e Fg, é indispensavel solucionar a equa-
¢ao (2.43). Para o > 1, a tnica raiz existente ¢ R = 0, conforme visto no grafico 2.12a. No
limite R/ Ry — 0o, a expressao (2.43) também tende a zero, e essas duas solugdes equivalem
ar=—1.

De fato, é importante que a quantidade r tenda a —1 para grandes valores da razao R/ Ry,

pois é nesse intervalo que a fase dominada pela matéria nao relativistica é atuante. A figura
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Figura 2.10: A imagem acima apresenta o grafico da fungdo m(r) previsto pelo modelo (2.56),
considerando « = 1.2. Esse perfil é independente do parametro Ry. Claramente, o
limite m(r — —1) — 0 é satisfeito, o que implica na compatibilidade do ponto P5 com
as caracteristicas de uma fase dominada pela matéria nao relativistica. Além disso o
limite a desigualdade m(r — —2) < 1 é satisfeita, o que implica na estabilidade do
ponto P, capaz de gerar uma fase acelerada em que weg = —1.

2.10 demonstra que a funcao m(r) é nula em r = —1, o que implica na existéncia de uma
era em que wer = 0. Além disso, esse grafico, em conjunto com a imagem 2.13a, também
mostra a estabilidade do ponto fixo Ps, pois m(r) é estritamente positiva nas redondezas de
r = —1 e a derivada M(r) é maior que —1 no intervalo r < —1. Por causa da auséncia de
raizes da igualdade (2.43), o ponto fixo Ps nao existe para o > 1.

Ja nas situagoes em que o < 1, ndo s6 R = 0 soluciona a equagao (2.43). Por exemplo,
R = 0.6y também ¢é raiz dessa expressao para a = 0.9, conforme verificado na imagem
(2.12b). Esse valor para o escalar de Ricci corresponde a r ~ —1.48, m(r) ~ 0.48, M(r) ~
—80 e wex =~ —0.63. Por conseguinte, é possivel afirmar a existéncia do ponto fixo F,
produtor de uma aceleracao coésmica estavel, de acordo com os vinculos exibidos na listagem
(2.48).

Adicionalmente, as figuras 2.11 e (2.13b) demonstram que existe uma fase transiente
dominada pela matéria nao relativistica, pois apesar da fungao M (r) cruzar o ponto M = —1,
tornando Ps um atrator dindmico, essa igualdade é satisfeita apenas para um escalar de Ricci
da ordem de grandeza de R/Ry ~ O(1). Logo, quando Ps passa a se comportar como um

ponto estavel, o sistema ja estd na vizinhanca de Fg, permitindo a transicao entre a fase



CAPITULO 2. INTRODUCAO A EVOLUCAO COSMOLOGICA 39

10

0.0 B

-22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -08

r

Figura 2.11: A imagem acima apresenta o grafico da fung¢ao m(r) previsto pelo modelo (2.56),
considerando o = 0.9. Esse perfil é independente do pardmetro Ry. Nesse caso,
r = —2 nao é alcancdvel, o que implica na inexisténcia do ponto fixo P;. Logo, para
a < 1, uma fase final acelerada s6 pode ser gerada pelo ponto fixo Fs.

dominada pela matéria nao relativistica e a aceleracao final.

Por fim, a anéalise dos pontos fixos permite concluir que o modelo (2.56) é capaz de
gerar uma fase transiente dominada pela matéria nao relativistica, seguida de um atrator
final acelerado, para todo intervalo positivo de valores para o parametro «, independente
daa constante Ry. Essa quantidade, no entanto, é relevante na determinacao da funcao
de Hubble em z = 0 sendo, portanto, vinculado pelas observagoes. Para exemplificar esse
comportamento, as figuras 2.14 apresentam uma solucao numeérica prevista para os casos

a=09ea=2.
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Figura 2.12: O grafico a esquerda apresenta a raizes da equagéo m(r) = —r—1 previstas pelo modelo

(2.56), considerando o = 1.2. Nessa situacio, apenas R = 0 soluciona esta expressao.
No entanto, no limite R — oo, a quantidade m(r) + r + 1 tende a zero, indicando
a compatibilidade desse modelo com a existéncia de um ponto fixo P5 no intervalo
de valores para o escalar de Ricci caracteristico da fase dominada pela matéria nao
relativistica. A figura a direita, por sua vez, apresenta as raizes para o0 caso em que
a = 0.9. A existéncia de uma solu¢ao para R/Ry =~ 0.6 indica a existéncia do ponto
fixo Ps, que é o responséavel pela aceleragao final do universo nesse regime de valores
para «.
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Figura 2.14: A figura acima apresenta a cosmologia prevista pelo modelo (2.56), considerando
a = 2. As condicbes iniciais, estipuladas em N = —10, sdo: z; = —2.622 x 10713,
o = —0.0524426, x3/19 = —1 — 5 x 1072, 24 ~ 0.895. As quantidades ¢, j e Qpp
correspondem, respectivamente, ao parametros de aceleracao e ao jerk e a razao entre a
desidade ppp, de energia escura e a densidade de energia total contida no universo sendo,
portanto, iguais a ¢ = — (d*a(t)/dt*) a(t) (da(t)/dt) "2, aj = (d3a(t)/dt®) /(a(t)H (1))
e a k2ppp/3H?, em que a(t) é o fator de escala. A evolucdo do sistema, de uma ma-
neira geral, ndo depende do valor de Ry. Esse parametro, no entanto, é utilizado para
precisar o valor da constante de Hubble em z = 0.Fonte: Miranda et al. (2009b)



CAPITULO 2. INTRODUCAO A EVOLUCAO COSMOLOGICA 41

0.0 I ] 0.0 I

. -02F R

—
4 b —04}+ i

N
. -0.6[- R
o8- i _osl ]
-1.0 [ 1 1 1 1 L ] -1.0 [ 1 1 |

-2.0 -18 -1.6 -14 -12 -1.0 -0.8 -2.0 -18 -1.6 -0.8
r r
(a) (b)

Figura 2.13: O grafico a esquerda apresenta a fungao M (r) prevista pelo modelo (2.56), conside-
rando o = 1.2. Nessa situacao, o vinculo M (r < —1) > —1, necessario para tornar P
um ponto de sela, é satisfeito. Ja a figura & direita apresenta essa fun¢do no caso em
que a = 0.9. Para o < 1, a fungdo M (r) pode adquirir valores menores que —1 para
R/Ry ~ O(1).
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Figura 2.15: A figura acima apresenta a cosmologia prevista pelo modelo (2.56), considerando o =
0.9. As condicoes iniciais, estipuladas em N = —10, sdo: z; = —2.622 x 10713,
xg = —0.0524426, x3/79 = —1 — 5 x 10712, x4 ~ 0.895. As quantidades ¢, j e Qg
correspondem, respectivamente, ao parametro de aceleracido, ao jerk e a razao entre a
desidade pgg de energia escura e a densidade de energia total contida no universo sendo,
portanto, iguais a ¢ = — (d*a(t)/dt*) a(t) (da(t)/dt)™% aj= (da(t)/dt®) /(a(t)H (1))
e a r2ppgp/3H?, em que a(t) é o fator de escala. A evolucdo do sistema, de uma
maneira geral, ndo depende do valor de Ry. Esse pardmetro, no entanto, é utilizado
para precisar o valor da constante de Hubble em z = 0.Fonte: Miranda et al. (2009b)



Capitulo 3

Introducao a Estrelas Estaticas

3.1 Introducao

Neste capitulo, a dindmica, prevista pelas teorias f(R), das componentes da meétrica,
pressupondo-a estatica e esfericamente simétrica, é analisada. As equacoes dinamicas para
os campos B(r) e N(r), definidos em (3.1), sdo demonstradas. A solugao desse sistema, no
limite de campo fraco, é determinada, desconsiderando as nao linearidades presentes nessas
equacgoes. Posteriormente, estes resultados sao confrontados com os testes observacionais
(Chiba, Smith & Erickcek 2007, Navarro & Van Acoleyen 2007).

O carater nao linear das equacoes de campo é indispensavel para a consonancia entre as
previsoes das teorias f(R) e as observagoes, obtidas no Sistema Solar. A incapacidade do mé-
todo perturbativo de produzir resultados factiveis é, neste capitulo, evidenciada. Portanto,
esse estudo motiva a andlise do efeito Camaleao, a ser desenvolvido no préximo capitulo.
Nas igualdades subsequentes, as coordenadas (xg, z1, T2, r3), empregadas para designar um
evento no espago-tempo, equivalem a (xg = ¢, x;1 = r, x3 = 6, x4y = ¢). Além disso, o

elemento de linha, nesse espago-tempo, ¢ igual a

1
ds* = —N(r)dt* + mdﬁ + 7% (df® + sin 6*dg?) . (3.1)
r
Por intermédio das defini¢oes
o 1 ad 3gm; agué 8guy
P = 27 <3x“ - ozv  0x% )’ (3:2)

42
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or« or«
Do _ Vi 7% « A o A
R#V =R pav oxc - oxV +T a)\r vu I V)\F

(3.3)

ap

os simbolos de Christoffel e o tensor de Riemann, em func¢ao dos campos N(r) e B(r), sao

calculados. A excecao das componentes

1 D900 1 9901 0900
o _ + o0 (Y900 1 _ 1o (59901 Y900
o = 59 ( oy ) Foo 29 (2 ot or
—N(r) ( dN(r) B(r) (dN(r)
2 dr 2 dr
N(r)dN(r) _ B(r)dN(r) (3.4)
2 dr 2 dr '
_ L @ _ % po_ Lo (,00  O9»
— 27 273 20~ or
B (r) 1 _B(r) d_rz
B (r)? 2 dr
B(r)
QB(T) = —rB(r), (3.5)
1 dgs1  0gs3 0922
1 _ = 11 [ oY931 Y533 2
Pas =59 <a¢ ar> Pe=5 (8r
_ B(r) (_d(r*(sin6)?) 1 dr
2 dr 2r2 dr
= —B(r)r(sinf)? , = % ) (3.6)
1 dg dg 1 dg
e =50 (%5 - %) e =50 (52)
L d(r*(sin6)?) _ 1 d(r*(sin 0)?)
22 db ~ 27%(sin ) dr
= —sinfcosf _! : (3.7)
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1 dg
%y = 5933 (8_;3)
_ 1 d(r?(sin 6)?)
~ 2r2(sin 6)2 db
cos 6

- (3.8)

sinf ’

os simbolos de Christoffel sao iguais a zero.
Por intermédio das equacgoes apresentadas acima, o tensor de Ricci é obtido. A compo-

nente 00 desse tensor ¢ igual a

Roo = QI;TOO + 1% Mg — Mol g
0 (B(r)dN(r) B(r)dN(r) 1 dN(r) 1 dB(r) 2
:E< 2 dr )+ 2 dr <2N(T) dr 2B(r) dr +;>_
B(r) (dN(r)\*
- 2N(r) ( dr )

_ B(r)d&N(r) L LdB(r)dN(r) 1 B(r) (dN(r)>2 B(r) dN(r)
2 dr? 4 dr dr 4 N(r)

dr + r dr (3.9)

Em contrapartida, as componentes 11, 22 e 33, do tensor de Ricci sao expressas nas igualdades

po_ 1 dB() 1 AN(r)\? 1 dN(r) 1 dB(r) dN (r)
= m IR e TG  OE & Y10
_ rdB(r) rB(r) dN(r)

Fz 2 dr 1_B(T)_2N(r) dr (3:11)
R33 = (sinf)* Ry, . (3.12)

Todos os elementos nao diagonais do tensor de Ricci sao nulos. Mediante a utilizagao
desses resultados, as equacoes de campo sao enunciadas. Essa demonstracao é apresentada
a partir do calculo da componente 00. Para a completa exibicao dessa expressao, o terceiro e

o quarto termos presentes nas equagoes (1.14) sdo, na sequéncia, calculados. Eles sdo iguais
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a
*f o Of
VolVolr) = G~ g
df
:_Flood_f
_ B(r)dN(r)dfr
2 dr odr’ (3.13)
d*fr df g
0 _ _ gl A
Vi(Vofr) dr? P dr
C@fr dfs ( B(r) dN(r) 1dB(r) 2B(r)
- dr? W(QN(T) o TaTar T ) (3:.14)

Os resultados, apresentados nas igualdades (3.9), (3.13) e (3.14), permitem enunciar a ex-

pressao

B(r)d@N(r) 1dB(r)dN(r) 1B(r) (dN()\* B(r)dN(r)
I 2 dr? 4 dr dr _ZN(T)< dr ) -

d*fr dfr 1dB(r)  2B(r) f(R)
dr? Oﬂ)%( 2 dr + r >+2N(T)

<
QU
3

— N(r) = r?Too , (3.15)

equivalente a componente 00 das equacoes de campo.
A demonstracao das equagoes de campo remanescentes também é exibida mediante a
obtencao das derivadas covariantes do campo fr, com respeito as diferentes coordenadas.

Esses termos sao iguais a

Vi(Vifr) = ddng Fln(ZC_R
. d2fR de 1 dB(?”)
drz ' dr <2B(7“) dr ) ’ (3.16)
Va(Vafr) = ddéfQR Flzzd;_f
ULy (3.17)
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d? d,
V3(V3fR) = W{f - Iq:ss%
= Cg—f (rB(r)(sin6)?) . (3.18)

Por fim, as componentes 11, 22 e 33 das equacgoes de campo, sao expressas a seguir, nessa

respectiva ordenagao:

fr

L dB(r) 1 (dN(r))Q_ 1 &N(r) 1 dB(r)dN(r)]
rB(r) dr 4N (r)? 2

2 dr 2N(r) dr dr?
2dfr (| B(r) dN(r)  1dB(r)  B(r)\ _r’f(R) _
T dr (+2N(7’) dr 2 dr r ) 2 0, (320)
(sin 0)? [fRR22 - Cg—f (rB(r)) +1° (VoVifr) — @] =0. (3.21)

A expressao (3.21) nao adiciona qualquer informagao, pois é equivalente a equagao (3.20).
Assim, ela é desconsiderada. Além disso, todos as componentes nao diagonais das equacoes
(1.14) sao nulas e, como consequéncia, as igualdades (3.15), (3.19) e (3.20) determinam toda
a dindmica da métrica (3.1) nas teorias f(R).

As equagoes de campo sao muito dificeis de serem solucionadas, por causa da nao lineari-
dade presente nessas expressoes. Contudo, essas solugoes podem ser determinadas no limite
perturbativo (Chiba et al. 2007, Navarro & Van Acoleyen 2007). A primeira vista, esse pro-
cedimento pode ser considerado a maneira apropriada para obter a teoria da Relatividade

Geral. De fato, nas imediagoes de Rgg, a fun¢ao f(R) é, aproximadamente, igual a
f(R) = fo+ fro(R — Ras) + O(R — Ras)” . (3.22)

Com o objetivo de simplificar a notagao empregada nessa dissertacao, a diferenca R — R4g é

intitulada €R;(r). A quantidade € corresponde a um parametro adimensional, que indica a
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ordem da expansao perturbativa.

Conforme serda demonstrado, a analise perturbativa prediz resultados em frontal contra-
digdo com os dados observacionais (Chiba et al. 2007, Navarro & Van Acoleyen 2007), indi-
cando que o limite para a teoria da Relatividade Geral nao deve ser estabelecido por esse
procedimento. Essa afirmacgao é a motivacao fundamental para o estudo do efeito Camaleao
(Khoury & Weltman 2004a, Khoury & Weltman 2004b). Além da expressao (3.22), o limite

perturbativo pressupoe as expansoes

df df d*f 5
-5l =5 T (R — Rqs) + O(R — Ras)
dR|, = dR|yp. AR |p
= fro + frro€R1(r) + O(€%) (3.23)

N(r) =1+2e¥(r) + O(e?)

B(r) =1—2e®(r) + O(e?) , (3.24)

(3.25)

(@)

(@)
o o o O
o o o O

As expansoes das equagoes de campo, governantes da dinamica dos campos N (r), B(r) e
fr, s@o exibidas em etapas. Em primeiro lugar, é calculado o limite perturbativo da equacgao
(3.15). Em segundo lugar, o limite da expressao (3.19) é obtido. Por ultimo, o limite da
expressao (3.20) é demonstrado.

A expansao da equagao (3.15), por sua vez, também é explicitada por partes. Inicial-
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mente, 0s termos

fr

B(r)d*N(r) 1dB(r)dN(r) 1B(r) (dN(r) 2 B(r)dN(r)
2 dr? T3 dr  dr _ZNT)( ) *

(
o s 1 A 6 (130 (290
+ (fro + frro€Ru(r)) (%@%) +0(e%)
= €fro (d ;I;gr) + %d\sz)) +0(€), (3.26)

sao exibidos. Por ultimo, os fatores

&R _ iy dn <+1 aB(r) , 23(r)> L @)

dr? dr 2 dr r 2N(r)
2Ri(r 1 (7 r — 2eP(r
= —¢(1+ 2e\1f(r))fRR0d 5’;2( ) e(1+ 2exp(r))fRRod}i’hf ) (—edq;i ) 1! QTCM ))
fo+ efrobi(r) 2
20+ 2000 T
= —% +e€ {—fRROd 5;2(T) - 2ffR0 dlzlr(r) + fROgl(r) - fO\I/(r)} +0(e) (3.27)

presentes no lado esquerdo da equacdo (3.15), sdo apresentados. Mediante a utilizac¢do
desses resultados, é possivel concluir que a expansao em primeira ordem da componente 00

das equagoes de campo é equivalente a

— fQ\IJ(T') — K2T00 —

20 (r r 2R (r (r (r
e{fRO(d;;g>+§dq;£>)_fRRo(d§T2< )+§de >>+fRof;z<>

_ho

5 = O(e) . (3.28)

Com o objetivo de comparar os resultados obtidos nesta secao com o desenvolvimento
apresentado em Chiba et al. (2007), apenas as componentes mistas, sendo uma covariante e a
outra contravariante, das equagoes de campo sao solucionadas. Numa expansao perturbativa
em torno da métrica de Minkowski, a transformacao das equacdes de campo covariantes

possui uma estrutura algébrica elementar. Portanto, esse procedimento ¢ omitido e apenas
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os resultados sao apresentados. A componente 00 mista é, em primeira ordem, igual a

fRoRl(T) 2

froVZU(r) — frRROVZ R (1) + 5 =Kp. (3.29)

O desdobramento, adotado na demonstracao da igualdade acima, é utilizado no calculo
da expansao da equacdo (3.19). Em primeiro lugar, os termos proporcionais a fr sdo, em

primeira ordem, iguais a

1 dB(r) 1 AN(r)\? 1 d®N(r) 1 dB(r)dN(r)
Jr “rB(r) dr * AN (r)? ( dr > C2N(r) dr?  AN(r)B(r) dr  dr
B 2 D (r) ) 1 d2U(r) )
= (Jro + €frrolity) (r(l () dr O =17 2eW(r) drr Oe ))
— ¢f (i dq;i r)_d ;g”) L O . (3.30)

Em segundo lugar, os fatores

Ao (1 AND) 2\ F(R) L dRi() () 2) Dot ehw ()
dr (QN( ) dr r) 2B(r) Jrro dr (O( )+ 7") 2(1 — 2ed(r))
_ —%4‘6 (foRO dfillr( ) +f QJ( ) fRORl(T)> —I—O(E2> ’

(3.31)

presentes no lado esquerdo da equacao de campo, sao exibidos.
Por fim, a expansao (3.25) é pressuposta e a transformagao, para substituir um indice
covariante por um analogo contravariante, é aplicada. A componente 11 é, por conseguinte,

igual a

2dd d*U 2 dR R
Fro (; dy) B drgr)) . ffRO d1r(T> _Jro 21(7“) _0. (3.32)

A obtencao, da ultima componente a ser determinada, é analoga & demonstracao das

equagoes (3.29) e (3.32). Em primeiro lugar, os termos

rdB(r) rB(r) dN(r)
fR(_§7+1_B(T)_ N dr >
= U+ 0(0) (+r 20 4 e - LN V)
= ¢ (71“ T U %dq](r)) +oe), (3.33)

dr 72 dr
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proporcionais a fg, sao calculados. Em segundo lugar, os fatores

ngQfRHQ#_R( B(r) dN(r) 1dB(T)+B(T))_r2f(R)

dr? dr 2N(r) dr 2 dr r 2
2 T 1\r — € T2
= refam gy + e (000 + T2 ) < (ot ()
= —TTfO +e (fRROd 57}57") + fRRod}i;n(T) - fRO};I(T>> +0(€) (3.34)

presentes no lado esquerdo da equacgao (3.20), sao expandidos. Por fim, as expressoes pro-

porcionais as diferentes poténcias do parametro € sao igualadas a zero e, em seguida, a

transformacao, que troca uma componente covariante por uma contravariante, ¢ aplicada.
7 7

O resultado desse desdobramento é apresentado na féormula

=0.

r r *Ry(r 1(r 1(r
fro (%dcz—fn) + %@(T) - %—d\zg )) —l—fRRod 57,2( ) + fRRod}ZT( ) - fRO}; (r)

(3.35)

As expressoes (3.29), (3.32) e (3.35) determinam a dindmica dos campos, R;(r), ¥(r)
e ®(r). Por conveniéncia, o traco das equagOes de campo também ¢é utilizado na analise
exibida no restante deste capitulo, com o objetivo de permitir a obtencao do d’alembertiano,
V2R, como funcao da densidade de energia de matéria nao relativistica. Essa ¢ uma relacio
importante, a ser empregada no calculo do campo ¥(r), por intermédio da expressao (3.29)
(Chiba et al. 2007).

A equacao em ordem zero delimita o valor do pardmetro R4qs. A igualdade Rgs = 0
soluciona essa expressao nos casos em que f(R = 0) = 0, resultado coerente com a escolha,
em ordem zero na expansao (3.24), da métrica de Minkowski. Todavia, valores nao nulos
desse escalar também implicam a satisfacao dessa equacao e, neste capitulo, a expressao
Rgs # 0 é postulada. Essa hipotese esta em franca contradi¢ao com a expansao (3.24).

Esse paradoxo é contornado do ponto de vista fisico. A maioria dos modelos f(R) prevé,
na cosmologia, uma solucao do tipo de Sitter para o vacuo. Ratificando esse fato, ¢ demons-
trado no capitulo 5 que a solucao de Minkowski é instavel em distintos exemplos analisados
na literatura, pois o valor frro é negativo nesses casos. Além disso, existem modelos que nem
preveém a existéncia do espago-tempo de Minkowski, tais como a lagrangiana f(R) = R—2A,

empregada no modelo ACDM. Em todos esses casos, a expansao (3.24) nao deve, a rigor,
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ser utilizada. Em particular, o espacgo-tempo de de Sitter nao é estatico e, portanto, é
indispensavel considerar as diferentes componentes da métrica dependentes do tempo.
Entretando, é tao longo o intervalo de tempo necessario para que esses elementos variem
de forma consideravel, que, para todos os efeitos praticos, as derivadas temporais dessas
grandezas podem ser desprezadas. Nessa aproximacao, as equagoes que governam a dinamica
dos campos Ri(r), U(r) e ®(r) sao equivalentes as obtidas pela expansao (3.24) (Chiba
et al. 2007). Logo, para pequenos intervalos temporais, quando comparados, na cosmologia,
com o inverso do parametro de Hubble, a expansao (3.24) fornece a solugao correta dos
campos, em primeira ordem, apesar da inconsisténcia inerente a esse procedimento.
Conforme mencionado, o trago da equacao de campo é 1til para o célculo do campo V(r)

e, por conseguinte, a linearizacao

frR = 2f(R) +3V"V, (fr)

= (fro + €frro R (7)) (Ras + €l1) — 2(fo + €frola(r)) + 3V*V, (fro + €frRro 1 (7))
= €[3frro V"'V Ri(r) + Ri(7) (Ras frro — fro + 3V*Vu(frRo))] +

+ froRas — 2fo + 3V*V .(fro)

= —ek’p (3.36)

é demonstrada. Assim, em primeira ordem o trago das equagoes (1.14) é igual a

2 2 K2p
VRy(r) —m°Ry(r) = — : (3.37)
3[RrRo
O parametro m, presente na igualdade acima, ¢ definido por meio da expressao
R VIV
m2 — < fRO o M(fRRO)) _ (3.38)
3frro 3 JRRo

A eliminagio do d’alembertiano, V2R, (r), presente na equacao de campo (3.29), resulta na

equacao diferencial

froV?U(r) + Ry (% - fRRom2> = (3.39)

para o campo V(r).
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Por intermédio da solugao da equagao (3.37), a fungao R(r) é eliminada da expressao
acima. Como consequéncia, uma expressao, relacionando o campo ¥(r) a densidade de
energia, é determinada. A solucao dessa expressao resolve metade do problema proposto
nesta secao. Dado uma estrela nao relativistica, a forma funcional para o campo ¥(r) é

obtida por meio dessa nova equagao diferencial, restando apenas calcular o campo ®(r).
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3.2 Solugao das Equacoes de Campo no Limite Pertur-
bativo

Nesta secdo, a equacdo (3.37) é solucionada mediante a utilizacdo do método da fun¢io
de Green. O primeiro passo consiste na resolucao dessa equacao, supondo uma densidade de

energia p proporcional a delta de Dirac d(r), conforme explicitado a seguir:

VIG(r) — m2G(r) = —% | (3.40)

A técnica matematica necessaria para resolver a equagao acima é a transformada de Fourier.
Em particular, a transformada de Fourier da fungdo de Green G(r), nomeada G(k), é igual

a

~ e

G(k) == / P Glr)e ™ (3.41)
Em contrapartida, a transformada inversa é definida por meio da equagao

G(r) := (2;)3 / Bk G(K)e* . (3.42)

A aplicacao da transformada de Fourier em ambos os lados da equagao (3.40) resulta na

expressao

~ K2 1

Glk) =  3frr, k2 —m2’

(3.43)

Para encontrar a fungao de Green G(r), a transformada inversa deve ser empregada na
equacao acima. A integral é efetuada nas varidveis k por meio da técnica de residuos. No
caso em que m? > 0, os polos da transformada é(k) ocorrem em k = -+im, conforme exibido
na figura 3.1a. Portanto, supondo que o parametro m é um nimero real, a funcao de Green

G(r) é igual a (Chiba et al. 2007)
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Im (k)
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Figura 3.1: Na figura (a), os polos da expressdo (3.43), no caso particular m? > 0, sdo assinalados.
Os tracejados curto e longo correspondem a diferentes caminhos utilizados na integracao
por residuos da expressao (3.42). A semi-reta [—¢,<] é denominada I'y, os semicirculos,
de raio ¢, presentes nos semi planos Im(k) > 0 e Im(k) < 0 sdo, respectivamente,
intitulados I'y (tracejado curto) e I'y (tracejado longo). Por dltimo, os circulos, de
raio unitario, centrados nos pontos k = im e k = —im sdo apelidados I's e I's. Em
compensacio, a figura (b) aponta os polos da expressio (3.43) no caso particular m? < 0.
Os parametros I'; e 'y sd0 definidos da maneira andloga aos respectivos fatores presentes
na figura (a). Os circulos, de raio unitario, centrados nos pontos k = —m—ie e k = m—ie
sao nomeados I's e I'y .

B K2 1 1 i

C) = 3o @) [ / oGt im)© ]
— K’ 1 = 2 1 ikrcos(@):|
= 3fam (21)° [ /0 dkk (k —im)(k + im) / dQde

-9 [e’e} —ikT_ ikr
_ K 1 1[/ Ak (e e )

3frror 2022 | ) o (k—im)(k + im)

i 1y { / dkk— / dkkh— "
= — im —
6 frror (27)% <= | Jr 41, (k —im)(k 4 im) 4Ty (k—im)(k +im)
KJ2 1 e—mr

- 3fRR0 4o r

(3.44)

Em contrapartida, a localizacao dos polos, quando m? < 0, precisa ser investigado com
maior precaucao. Em principio, escolhas distintas, exibidas nas figuras 3.2a e 3.2b, a apre-
sentada na figura 3.1b, sao possiveis. Para entender por que os poélos explicitados na figura
3.1b s@o os corretos para integrar a equagao (3.43), o estudo das fungoes de Green, aplicadas
as equagoes da onda, é util. Por um lado, a fungao de Green Gg(r,t), calculada por meio de

uma integral de residuos ao redor dos polos apresentados na figura 3.2a, é intitulada funcao
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de Green retardada, pois ela descreve o perfil espacial de uma onda propagante no sentido

positivo do eixo temporal. Nesse caso, a igualdade Gg(r,t) = 0 é satisfeita para t < 0.

~ - ™ ~ - ™
7 Aimk N L7 Aimk N
y o~ | \\ ) s \ \\
/ e ) R S \
| -m L > | +m N R
! S ! Re (k) ! SR ! Re (k)
\\\ ( ‘m;, ,,,,,,, —€| //I \\\ |7€ {, . ‘ \, //I

Figura 3.2: Na figura (a) a localizacdo, dos polos que geram a func¢ao de Green retardada, ¢ exibida.
Ja na figura (b), é apresentada a localizacao dos polos originarios da fun¢ao de Green
avancada

Por outro lado, a fungao de Green G 4(r,t), obtida mediante o célculo de uma integral
de residuos ao redor dos poélos expostos na figura 3.2b, é denominada funcao de Green
avancada, pois ela descreve o perfil espacial de uma onda propagante no sentido negativo do
eixo temporal. Para a func¢ao avancada, a igualdade G 4(r,t) = 0 é satisfeita para t > 0. Uma
funcao de onda estatica, por sua vez, deve possuir um perfil espacial dado pela superposicao
dessas duas solucoes dinamicas. Os polos da figura 3.1b fornecem uma superposicao simétrica
entre a funcao retardada e a func¢ao avangada. Portanto, a fungdo de Green G(r), dada pela

transformada inversa da expressao (3.43) ¢, no caso m? < 0, igual a (Chiba et al. 2007)

il‘i2 1 1 0 (efikr . eikr)
=— ———1i dkk
Gr) 3frror (2m)% 2 20 [/ (k —ie —m)(k — ie + im)

— 00

S T / dick "
~ 6frror (2m)% e—0s=o0 | Jpup, (kK —ie —m)(k —ie 4+ m)
k* 1 cos(mr)

= — — . 3.45
3fRRO 47 T ( )

Os desenvolvimentos (3.44) e (3.45) fornecem a fungao de Green para os casos m? > 0 e
m? < 0. Essa fungdo permite calcular uma solugao particular para a equagao (3.37). Para

a obtencao da solucao geral dessa equacao, a solucao homogénea ainda precisa ser avaliada.
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No entanto, a perturbagao R;(r) do escalar de Ricci é, na auséncia de estrelas, igual a zero
e, como consequéncia, o coeficiente da solucao homogénea é nulo. Logo, a solucao geral é,
independente do sinal do quadrado da massa, igual a convolucao entre a funcao de Green e
a densidade de energia.

De posse da solugao geral para o campo Ry(r), o limite mr < 1 é examinado. Essa é uma
hipotese fundamental, na medida em que a presenca do efeito camaledo, responsavel pela
concordancia entre as observac¢oes no sistema solar e as previsoes das teorias f(R), torna
esse limite invalido. A partir da definigao (3.38), é possivel concluir que o limite mr < 1 é

satisfeito se a condigao (3.46) for valida, conforme visto a seguir:

1 [ fro 3 d*frro
1> m2r2—‘—( — Rgg + —— 2
] 3 \ frro B frre  di?
1| fro 1‘ 3 d*frrol 5 fro | o
> - — ~|Rgq + —— ~ re. 3.46
3| frro| 3 e frro dt? frRro ( )

Na equagao (3.46), o termo proporcional a |d? frro/dt?|r? foi desprezado, porque todas
as funcoes em ordem zero, na expansao com relacao ao parametro ¢, variam de forma tao
lenta no tempo, que as derivadas temporais desses termos nao sao relevantes na dinamica do
Sistema Solar. J4 o parametro |Ro|r? também é desprezivel de acordo com as observacoes.

Para entender como as observagoes vinculam o valor da expressiao |Ry|r?, é importante
notar que o escalar de Ricci é igual a (6d/a — 12H?) na meétrica de Friedman-Lemaitre-
Robertson-Walker. No universo de de Sitter, solucao que descreve bem as solugoes de vacuo
de varios modelos f(R), o escalar de Ricci é proporcional ao quadrado da fungao de Hubble.
Portanto, o fator |Rgs|r? é da ordem de grandeza do valor do quadrado da razao entre o
tamanho do Sistema Solar e o raio de Hubble, sendo, como consequéncia, infimo.

Para os modelos analisados na literatura, o valor da derivada fr nas solucoes de vacuo
é, de modo aproximado, igual a fr = 1. Por consequéncia, a exigéncia (3.46) restringe o
valor da razao entre o quadrado da coordenada radial e a derivada frr. Essa razao motiva

a definicao

—1/2
)‘fR =3 (1+fR —R) ~ \/3fRR (347)
frR

de uma escala de comprimento, denominado Compton e simbolizado pela variavel Ay, (Hu

& Sawicki 2007a).
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A validade da hipotese (3.46) equivale a afirmar que o comprimento Compton da solu¢ao
de vacuo é muito superior as escalas tipicas do Sistema Solar. Postulando essa simplificacao,
as funcoes de Green para os casos m? > 0 e m? < 0 sdo, em primeira ordem com respeito a
razao /Ay, iguais a 1/(47r), que é, a menos de um sinal, a funcao de Green da equagao
de Laplace.

Essa diferenca de sinal é, por sua vez, decorrente da constante multiplicativa da densidade
de energia, presente na equagao (3.37). Logo, o termo proporcional a massa m, na equacao
(3.37), pode ser desprezado no limite (3.46), e a perturbacao R;(r) é calculada a partir da
integral

Ry(r) = /d?’x'G(:U—x/)p(x/) H—Q/d?’x/&zl. (3.48)

127 frro | & -

A simetria esférica desse campo permite utilizar o teorema de Gauss-Ostrogradsky para

demonstrar a expressao

k2 M

R1<T’) - 127TfRR07 ’

(3.49)

Nessa igualdade, o parametro M equivale & massa da estrela. Em particular, pressupondo
uma densidade de energia constante dentro da estrela, essa integral fornece a expressao
M = (47r3p)/3.

Mediante a substituigdo das formulas (3.49), para o campo R;(r), e m* = 0 na expressao
(3.39), a anélise dessa equagao é retomada. Apos a aplicagao desse procedimento, a expressao

2K2p fros? M
V2U(r) = - —,
froVU(r) = == = S

(3.50)

relacionando, de modo direto, o campo ¥(r) e a densidade de energia p, é determinada.
A solugao dessa equagao é obtida a partir do resultado expresso na igualdade (3.49). Por

conseguinte, o campo V(r) é, fora da estrela, igual a (Chiba et al. 2007)

(r) = = Mot (3.51)

47 r
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A massa efetiva, Mg, presente na expressao acima, é definida por intermédio da igualdade

Meff =

473 (2K2p K2 M

3 <3fR0 N 247TfRRo)
B 2k2M  Amkr?Mr?
"~ 3fro T27frro

(3.52)

De acordo com os resultados exibidos nas formulas (3.51) e (3.52), o campo ¥(r) é
formado por dois termos com dependéncias espaciais bem distintas. Todavia, a hipotese
(3.46) permite comparar o modulo desses diferentes fatores em todo intervalo de valores da
coordenada radial. De acordo com essa equacao, a igualdade 7“2/fRRo < 1/ fro é satisfeita
e, portanto, o primeiro termo contido na defini¢do da massa efetiva é preponderante (Chiba
et al. 2007). Como consequéncia, esse campo é, de modo aproximado, igual a

k2 M

U(r) = By (3.53)

Para calcular o campo ®(r), utilizando as expressoes determinantes dos campos Ri(r)
e U(r), a igualdade (3.32) é examinada. Por intermédio da hipotese (3.46), essa equagao é

reescrita na forma

o [2400) @ (2 M) 2fumd (MY fw (6 M
R dr? 67 fro T rdr \12nfrro T 2 \127frpro T

_ 2dd(r) k2 d* M k2 d M B k? M [ fror?
R 67 fro dr? r 6rdr r 247w 3
2d®(r) K dAM wdM

S dr 3rdrr Tomdr (3.54)

f RRO

Esse resultado permite concluir que o campo ®(r) obedece a equagao

dd(r) k2 d M

= —. 3.55
dr 120 frodr r ( )
Por meio da integragdo de ambos os lados da equacdo (3.55), a expressao
K2 M U(r)
O(r)=——=— .
) =197 2 (3-56)

determinante da forma funcional do campo ®(r), avaliado na regiao externa a estrela, é
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obtida.

A partir da equagao (3.56) e da definigao v = ®(r)/U(r), é possivel demonstrar a
igualdade v = —1/2. Esse fator equivale a um dos parametros pés newtonianos utilizados,
na literatura, para testar previsoes de teorias métricas. No sistema solar, as observagoes
impoe 7 ~ —1 x 1075 (Will 1993, Will 2006). Por isso, os resultados, obtidos por meio da
utilizacao do método perturbativo, estao em franca contradicao com os vinculos locais da

gravitacao.
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3.3 Efeito Camaleao

A anélise presente na secao anterior demonstra que o método perturbativo, consagrado
na teoria da Relatividade Geral, prediz resultados, para as teorias f(R), em discordancia com
as observacoes realizadas no Sistema Solar. A primeira vista, essa discrepancia sugere que
a maioria dos modelos f(R) nao sao viaveis sendo, por consequéncia, descartados por esses
testes observacionais. De acordo com Chiba et al. (2007), apenas as fungdes nao expansiveis
em série de Taylor, na vizinhanca de Ry, além das fungoes afim no escalar de Ricci, sao
aceitaveis. O caso afim, contudo, equivale & teoria da Relatividade Geral, acrescida de uma
constante cosmologica.

No entanto, existem funcoes, aptas a expansao em série de Taylor, cujas previsoes sao
compativeis com as observacoes no Sistema Solar (Capozziello & Tsujikawa 2008). Para
determinar as solugoes vidveis, essa expansao nao ¢ aplicada, pois ela lineariza as equacoes
de campo e sao os efeitos nao lineares presentes nas equagoes de campo que eliminam as
discrepancias entre as teorias f(R) e os testes classicos da gravitacao.

Portanto, solucoes compativeis com as observacoes possibilitam grandes variagoes por
definicdo num curto intervalo de valores da coordenada radial. Elas contém uma mudanca
repentina no valor desse escalar, nas imediacoes da fronteira entre a estrela e o espago exterior
(Khoury & Weltman 20044, Khoury & Weltman 20045, Tamaki & Tsujikawa 2008). E justa-
mente esse comportamento que a expansao em série de Taylor elimina. Como consequéncia,
o método perturbativo nao é adequado para a obtencao de solucoes estaticas, esfericamente
simétricas e viaveis.

Nesta dissertacao, o estudo do efeito camaleao, mecanismo que compatibiliza as solucoes
das equacoes de campo com as observacoes, é apresentado no contexto das teorias do tipo
escalar-tensorial. Em virtude da invariancia desses modelos com respeito as transformacoes
conformes, qualquer moldura pode ser adotada em principio. Todas as variaveis e as equagoes
sao, nesta secao, definidas na moldura de Einstein. Além disto, a métrica de Minkowski é
adotada. Essa hipotese simplifica o tratamento das equacoes de campo e nao elimina a fisica
subjacente. No espaco-tempo de Minkowski, o traco dessas equacoes é igual a

_&o 2do_ dV
S dr? FdF o do

V3 . (3.57)



CAPITULO 3. INTRODUCAO A ESTRELAS ESTATICAS 61

Na igualdade acima, todos os parametros, definidos na moldura de Einstein, sao carac-
terizados pelo indice "~". Essa notacao é adotada em toda a secao. Além disso, o termo
dVeg/de é calculado a partir da equagao

% Z ef Tt (3.58)
A priori é inconsistente considerar a métrica de Minkowski e, ao mesmo tempo, permitir
uma variacao do campo escalar ¢, pois nesse espago-tempo o escalar de Ricci é nulo em
todos os pontos. Todavia, do ponto de vista fisico, essa aproximacao considera apenas que
os termos da métrica, presentes no traco das equagoes de campo, nao sao muito relevantes,
em estrelas nao relativisticas, na determinacao da dinadmica imposta ao campo ¢ pelo efeito
camaleao.

Conforme enunciado em Khoury & Weltman (2004a) e em Khoury & Weltman (2004b),

o efeito camaledo ocorre se e somente se o potencial V' (¢) possui as seguintes propriedades:

. B 1 dv(9) 1 @V(e)
¢h_>r20 V(e) =0, ¢511—>Holo Vo) do =0, Jim d‘;((;) o 0, .. , (3.59)
. B 1 dV(¢) L1 dPV(e)
}ﬁlir(l) V(gp) = o0 ilil(l) Vo) do = 00, (}ﬁlir(l) d‘;((f) o 00, .. . (3.60)

Esses limites devem ser vélidos para todas as derivadas de enésima ordem do potencial V' (¢),
com respeito ao campo escalar ¢. O aspecto qualitativo de um potencial, que satisfaca as
condigoes (3.59) e (3.60), pode ser examinado na figura 3.3. O exemplo V(¢) x ¢~ é uma
forma funcional caracteristica das funcoes que originam esse efeito.

Nesse estudo, o tensor energia-momento assume a forma matricial

(3.61)

2
(@] (@) S ™

o o o o
o o o o
o o o O

por hipotese. A pressao isotropica equivale, no caso de estrelas nao relativisticas, a termos

de segunda ordem na expansao em série de Taylor, efetuada na vizinhanca do valor de vacuo
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Vet (4)

Figura 3.3: O perfil qualitativo de um potencial efetivo, compativel com a existéncia do efeito
camaledo, é explicitado na curva preta continua. A curva azul, tracejada e pontilhada
corresponde ao termo do potencial efetivo proporcional & densidade de energia do meio.
Ja a curva vermelha e tracejada, indica a contribui¢ao do potencial V(¢) (Khoury &
Weltman 2004a, Khoury & Weltman 20045).

do escalar de Ricci, e, portanto, sao desprezados. Na moldura de Einstein, esse tensor nao
é conservado, conforme discutido no capitulo 1.2. Logo, a densidade de energia p é funcao
do campo ¢. E util, no entanto, encontrar uma forma funcional para esse parametro inde-
pendente desse campo escalar. A existéncia de tal termo tornaria explicita a subordinacao
de todos os membros da equacao (3.58) com relagao a esse grau de liberdade. A expressao
pexp(3¢/+/6) é conservada, pois é igual a densidade de energia p calculada no moldura de
Jordan (Wald 1984). A equagao de campo (3.58) é, apos essa substituigdo, equivalente a
expressao

d*¢ 2d¢p dV K2 o
—m tz ==t —=eVep; . 3.62
a2 " Fdr  do Zi:\/é pi (3.62)

Para modelar o sistema Solar, o Sol é aproximado por um estrela de raio R e com uma
densidade de energia constante. Ja a matéria presente na regiao externa a estrela ¢ modelada
por um fluido homogéneo, com uma densidade igual & média de matéria escura presente no
sistema Solar. O perfil

B pe para 7T < R
(7 = ~ (3.63)
Poo para 7T >R
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também pode ser utilizado no problema referente ao calculo do campo ¢ no interior da Terra e
na atmosfera ao seu redor. A inclusao de uma componente de matéria, contornando o Sol ou
a Terra, com uma densidade de energia nao nula é fundamental para a obtencao de resultados
compativeis com as observagoes (Khoury & Weltman 2004a, Khoury & Weltman 2004b).
Por definicao, o fator ¢. é igual ao valor do campo ¢ que minimiza o potencial efetivo,
presumindo uma densidade de energia no meio igual a p.. Em contrapartida, ¢ denominado
® 0 valor do campo ¢ que minimiza o potencial efetivo, supondo uma densidade de energia

equivalente a po,. Logo, ¢. e ¢, obedecem, respectivamente, as equacoes

2

avi LK s
d¢ p=dc \/6 pc 7
av K2 oo

Além das igualdades acima, também é necessario enunciar as quantidades m? e m?

definidas por intermédio das expressoes

m2 o dQ‘/eff _ d2_v _|_ <i) i e%p
< d¢? d=¢c d¢? ¢=¢c \/6 o
Vg v k7 e
m2 = —— =— + <—) evs oy - (3.65)
d¢2 P=doo d(bQ P=boo \/6
Por tultimo, as condicoes de contorno
. d¢ , N
=00 =i, 2| =0 e lim§(7) = b (3.66)
T li=0 ree

para o campo ¢, sao pressupostas.

Uma intuigdo fisica da solugao da equagao de campo (3.62), pressupondo as condigoes de
contorno (3.66), é obtida, mediante a utilizagdo de uma analogia heuristica com a mecanica
classica. Nesse contexto, o campo ¢ e a coordenada 7 equivalem & posicao de uma particula
pontual e a uma variavel temporal. Portanto, a igualdade (3.62) pode ser interpretada
como a equagao dindmica de uma particula sob a influéncia do potencial —V.g (Khoury &
Weltman 2004a, Khoury & Weltman 2004b).

Os perfis do potencial efetivo dentro e fora da estrela sao ilustrados nas figuras 3.4a

e 3.4b. Ja a imagem 3.5 exemplifica a dinamica de uma particula pontual sob a acao
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=Vert (4)
T Vet (9)

() r <R (b)yr>R

Figura 3.4: Na figura & esquerda, o perfil tipico do potencial Veg, considerando as altas densidades
médias caracteristicas de uma estrela, ¢ apresentado. J4 a figura a direita expoe o perfil
do potencial Veg, considerando uma baixa densidade, comparado com a estelar (Khoury
& Weltman 2004a, Khoury & Weltman 2004b).

desses potenciais. Utilizando esses graficos, uma visao intuitiva da solugao da equagao (3.62)
pode ser construida, mesmo sem resolvé-la de maneira explicita (Khoury & Weltman 2004a,
Khoury & Weltman 2004b).

O valor central do campo ¢, designado ¢;, é proximo a ¢. por hipotese. Nessa situagao,
a dinamica desse campo, na vizinhanca do ponto r = 0, é dominada pelo termo de atrito
presente na equagao (3.62), pois a derivada do potencial efetivo é, de modo aproximado,
igual a zero. Assim, o campo permanece inalterado até um determinado valor, nomeado
7~3rou, inferior ao raio R da estrela.

No intervalo |:7ér0117 7%}, a dindmica do campo ¢ é determinada pela forca induzida pelo
potencial —V,¢. Por consequéncia, a variacao desse campo é uma funcao crescente na coorde-
nada radial. Esse comportamento pode ser entendido por intermédio da analogia mecanica,
pois, nesse intervalo, a particula inicia uma descida na barreia de potencial exibida na fi-
gura 3.5. Por causa da instabilidade do ponto de equilibrio ¢., a forca que a afasta dessa
vizinhanca é proporcional a distancia dela a esse ponto.

A mudanca de densidade na fronteira da estrela altera o perfil do potencial efetivo — V.
Em particular, a forca induzida muda de sentido e passa a desacelar as variacoes do campo
¢ na variavel radial. De acordo com a analogia mecanica, a particula inicia uma escalada na
barreira do novo potencial, conforme mostrado na imagem (3.5), a custa da energia cinética

acumulada no interior da estrela.
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Figura 3.5: Dinamica de uma particula cléssica, representada pelos discos preto e azul, sob a acao
do potencial —Vg(¢) dentro de uma estrela (disco e linha preta) e fora de uma estrela
(disco e linha azul).

Nos casos em que a quantidade de energia cinética, adquirida no percurso Reont <7 <R, é
igual a necessaria para vencer a barreira de potencial existente no intervalo r > 7@, a particula
tende ao maximo do potencial externo —Veg no limite 7 — oco. Em outras situagoes, dois
comportamentos distintos sao obtidos nesse limite.

Para um valor p., fixo, se a diferenca ¢.—¢@; é grande quando comparada a unidade, entao
a quantidade de energia cinética que a particula ganha, no interior da estrela, é suficiente
para ultrapassar a barreira do potencial externo. Em compensagao, se essa diferenca é
pequena, entao a particula nao tem energia para escalar inteiramente essa barreira e, assim,
ela retorna antes mesmo de alcancar o ponto de maximo desse pontencial. Em ambos os
casos, a condicao de contorno para o campo ¢, imposta no limite 7 — oo, nao é satisfeita.

Variagoes na densidade de energia, da regiao externa a estrela, também afetam a dinamica
da solu¢ao da equagdo (3.62). Quanto menor essa densidade, maior a barreira do potencial
externo. Logo, o valor, da diferenca ¢. — ¢;, necessario para obter uma solucao do tipo de
Sitter é inversamente proporcional a magnitude do parametro ps.

Na vizinhanca de ¢., o potencial, V., pode ser aproximado por uma funcao quadratica
na variavel ¢. A sua derivada varia, portanto, de forma linear no campo escalar ¢, com
um coeficiente dado por d*Veg/dd?|s—s.. Nesse intervalo, a equagio (3.62) é equivalente &
igualdade

2
d ¢+2@_m2¢:07 (3.67)

a2 T rdi e
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O entendimento qualitativo da solu¢ao da equagao (3.62), permite enunciar o efeito Ca-
maleao. Ele prediz a reducao, proporcional ao fator (7~2r0u —7~2) / ﬁ, da forca externa induzida
pelo campo ¢, na situagao em que a regiao 7~3r011 <F<R ocupa um volume é muito inferior
ao estelar. Essa zona, pertencente ao interior da estrela, é designada, nessa conjuntura, Thin
Shell.

Nos paragrafos anteriores, a causa desse efeito foi, de forma parcial, elucidada. Nos casos
em que a diferenca ¢; — ¢. é muito inferior a 1, o campo ¢ é, em todo setor 7 < 7~€r011,
aproximadamente igual a ¢., pois a dinamica é dominada pelo termo de atrito presente
na equagao (3.62). Mediante a resolugao da equacdo (3.67), por meio do uso de fungoes
de Green, é possivel concluir que a contribuicao dessa regiao, para o moédulo do campo ¢
externo, é proporcional ao fator e~ /7.

Face as altas densidades de energia presentes nos interior das estrelas, a massa, m?, é

bastante elevada, suprimindo a parcela, do campo ¢ externo, originado no intervalo 7 <

R. O campo é, por conseguinte, proporcional a (Khoury & Weltman 2004a, Khoury &

Weltman 2004b)
. AR\ e moe”

A diferenca A?@, presente nessa expressao, é definida a partir da igualdade A?é/ R = (7~€r011—
R)/R < 1.

Uma demonstragao rigorosa, do resultado apresentado na equagao (3.68), pode ser exi-
bida, mediante a analise de quatro aspectos do perfil do potencial Vog. Em primeiro lugar,
no interior da regiao Thin Shell o campo ¢ se afasta do valor ¢; = ¢. adotado na condicao
de contorno. Em segundo lugar, o fator pe?/ Ve g preponderante no calculo do potencial
efetivo. Em terceiro lugar, a razao ¢c/\/6 é, de modo aproximado, igual a zero, permitindo
a expansao da exponencial e/ V6 em série de Taylor. Por fim, a expressao

N do

¢<Rroll) - ¢c € o
dr F:’fzroll

—0 (3.69)

enumera as condicoes de contorno a serem estipuladas na fronteira 7 = R,q1.

Por intermédio das consideragoes enumeradas no paragrafo anterior, a equagao (3.62)
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resulta na expressao

2o 2dp  wp.

a2 i a6 (3.70)
no intervalo 7~2r011 <F<R. A igualdade
. K*per?
o(7) = = (3.71)

616

exibe uma solugao particular dessa expressao. Por meio da aplicacao das condicoes de

contorno (3.69), a solucao geral

2 ~2 53 52
o) = 2t (5 Bl 20 o
é obtida (Khoury & Weltman 20044, Khoury & Weltman 2004b).

Na fronteira 7 = 7%, a forma funcional do potencial —V,g é alterada, em virtude da
variacao da densidade de energia do meio. De acordo com a visao qualitativa apresentada na
figura (3.4b), a particula classica depara com uma barreira de potencial no intervalo 7 > R.
Face a presenca do efeito camaleao, que impoe a relacao AR < 7@, a particula nao tem tempo
suficiente no interior da estrela para se afastar do ponto que minimiza o potencial efetivo.
Corroborando essa afirmacao, existe uma proporcionalidade entre a diferenca ¢. — ¢ € a
razao A7~2/7~€ Portanto, o campo externo se mantém préximo do ponto ¢, e, nessa situacao,

a equacao de campo (3.62) é bem aproximada pela expressao

d2¢+g@—m2 »=0. (3.73)

di? 7 dr o0

A solucao dessa equagao é igual a

—Moo (F—R)

O(F) = ~C———— + (3.74)

A constante C' e a coordenada R, sao avaliadas mediante a exigéncia de continuidade

das solugoes (3.72), (3.74) e das respectivas derivadas, com respeito ao campo ¢, na fronteira
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7 =R,. As expressoes para esses dois vinculos sao exibidas nas igualdades

3ve\ 2 R

O K2pe (7%3 - 7%3011) (3.76)
S 3V6 1+ meR '

O valor do comprimento compton na regiao externa a estrela, calculado a partir da massa
Moo, € Muito superior ao raio solar. O produto my R é, assim, desprezivel. Por intermédio

da substitui¢do do valor da constante C, obtido em (3.76) na equacdo (3.75), a expressao

Poo — Pe = gi/pé (7%2 - 7~23011> ~ R\szgpc <7~2 - 7~zron>

k%6 GM AR 650, AR
CGV6R R GVG R

(3.77)

¢ demonstrada (Khoury & Weltman 20044, Khoury & Weltman 2004b). A massa M e o
potencial newtoniano sio definidos por meio das igualdades M := 47p,R?/3 e &, := GM/R.
Logo, a diferenca Reon — R é, de maneira aproximada, igual a

R 6K2D, '

(3.78)

Essa expressao ¢ obtida pressupondo a validade da desigualdade Aﬁ/?@ < 1 e, como conse-

quéncia, a formula

G\/g (¢00 - ¢c)
62D,

<1 (3.79)

é satisfeita.

Mediante a suposi¢ao da desigualdade (3.79), constante C' é simplificada, conforme visto
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a seguir (Khoury & Weltman 20044, Khoury & Weltman 2004b):

~ ~ ~ ~ 3
O R [ Ren) _ K Rpe |y () AR
3v6 R3 3v6 R

3k2M [ AR
~ —— | — | . 3.80
476 ( R ) ( )

Essa relacao consiste no principal resultado previsto pelo efeito camaleao. Por um lado, nas
solugoes em que A?é/fz < 1, a constante multiplicativa da forca externa, induzida pelo
potencial efetivo, é muito inferior a 1. Nesse caso, quanto menor a expessura da camada
Thin Shell, menor é a intensidade dessa forca.

Por outro lado, quando campo varia de maneira significativa, com relacao ao valor es-
tipulado na condi¢ao de contorno, ao longo de toda a estrela, tanto a solucao satisfeita no
interior estelar quanto a constante C' podem ser obtidas a partir das equagoes (3.72) e (3.76),
1o limite Ry — 0. Essa situagao é denominada Thick Shell, porque corresponde ao caso
em que o volume da regiao Thin Shell é, de modo aproximado, igual ao volume de toda a

estrela. Logo esses fatores sao iguais a

/{2 pc,,:2

o(r) = G + ¢, (3.81)

N3/<;2M
~ o

(3.82)

Nesse ultimo caso, a intensidade da forca externa, produzida pela variacao do potencial
efetivo, nao é reduzida por um pequeno fator multiplicativo e, portanto, esse perfil esta
descartada pelas observagoes, pois ele prevé v = —1/2. O efeito camaledao atua apenas nas
solucoes do tipo thin shell e, como consequéncia, a satisfacao da condicao Aﬁ/?@ K1lé

essencial para a viabilidade das teorias f(R).



Capitulo 4

Introducao as Pertubacoes na

Cosmologia

4.1 Introducao

Nesse Capitulo,as equagoes de evolucao para as perturbacoes, em primeira ordem, da
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker sao analisadas. Um aspecto fundamental,
que distingue o estudo nas teorias f(R) da Relatividade Geral, é a escala de distancia em
que o método perturbativo é valido. Na teoria da Relatividade Geral, acrescida ou nao de
uma constante cosmologica, existem apenas dois regimes dinamicos: o linear e o nao linear.

Em contrapartida, hé trés regimes dinamicos nas teorias f(R) (Hu & Sawicki 2007b).
Eles se diferenciam pelo valor do modulo do vetor de onda k. Esse, por sua vez, é definido
por intermédio de uma decomposicao de uma pertubacao em combinagoes lineares de fungoes

de onda ¥ O primeiro regime é valido para grandes comprimentos de onda, isto ¢, para

! com h ~ 7x107". Nessa

niimeros de onda k pertencentes ao intervalo k < 1x 107! h Mpc~
circunstancia, a teoria de pertubacoes linear é véalida e, além disso, o efeito camaleao nao é
relevante, pois a densidade de energia de matéria é da ordem de grandeza da densidade média
de matéria nao relativistica no universo (de La Cruz-Dombriz, Dobado & Maroto 2008, Hu
& Sawicki 2007b).

O segundo regime dinamico é valido para distancias intermediarias, caracterizadas por

vetores de onda cujo moédulo obedece a relacdo 1 x 10~" A Mpce™ < k < 1 h Mpc™'. Apesar

de ainda ser verdadeira a analise perturbativa, nessas escalas o efeito camaleao tem que

70
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ser considerado, pois ele altera, de maneira determinante, a evolucao das perturbacoes na
matéria (Oyaizu, Lima & Hu 2008, Schmidt, Lima, Oyaizu & Hu 2009). O terceiro e tltimo

regime é o ndo linear, satisfeito no intervalo k& > 1 h Mpc ™'

Nele, todos os termos nao
lineares das equagoes de campo devem ser apreciados.

A existéncia de trés regimes distintos é resultado da dependéncia, existente nas teorias
f(R), da interagao gravitacional com a densidade do meio. A variacdo da forma funcional da

forga gravitacional, no limite newtoniano, pode ser parametrizada por meio de uma constante

gravitacional efetiva, G, definida a partir da equagao

(4.1)

Para escalas caracterizadas por um vetor de onda k& > 1 x 10~' A Mpc ™', a constante
gravitacional efetiva é, de modo aproximado, igual a (4/3)G, em que G é a constante newto-
niana da gravitacdo. Em compensacdo, no intervalo k ~ 1 h Mpc ™', o parametro Geg tende
a GG, em consequéncia da presenca do efeito camaleao. Essa inconstancia dificulta o desen-
volvimento de uma anélise semi-analitica da formagao de estruturas (Oyaizu et al. 2008).

Por exemplo, a forma funcional de um perfil, inicialmente do tipo top-hat, de densidade
de matéria nao relativistica nao se mantém constante ao longo da evolucao temporal das
perturbagoes, ao contrario do que ocorre na teoria da Relatividade Geral (Schmidt et al.
2009). Corroborando esse fato, a integracao das equagoes de evolugao do modelo de colapso
esférico da matéria, fundamentais para a descricao das perturbacoes pelo modelo de semi-
analitico de halo, descrito em Cooray & Sheth (2002), no regime de validade do efeito
camaledo so foi solucionada recentemente (Brax, Rosenfeld & Steer 2010).

O desenvolvimento a ser apresentado nesta sessao é restrito a andlise perturbativa das
equacoes de campo, desprezando o efeito camaleao. A demonstracao dessas equacoes é
exibida e a expressao, governante da evolucao da densidade de energia da matéria nao rela-
tivistica, é obtida. Esse resultados permitem calcular a constante gravitacional efetiva para
os diferentes modelos f(R).

Nas escalas em que o regime linear é valido e o efeito camaleao é desprezivel, uma aborda-
gem empirica pode ser adotada no regime newtoniano. Ela permite, por exemplo, o estudo

de simulagdes numeéricas (Stabenau & Jain 2006), da fun¢ao do correlacdo de N pontos
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(Borisov & Jain 2009), do modelo de colapso esférico (Martino, Stabenau & Sheth 2009) e
da formagao de vazios (Martino & Sheth 2009), para diferentes valores das constantes « e
Ts.

Nesse método, a constante gravitacional é fungao das escalas de distancia por intermédio
de um fator exponencial, com um valor fixo da constante de acoplamento, o que implica a nao
consideracao do efeito camaleao. Por um lado, esse método empirico facilita a utilizacao de
técnicas ja desenvolvidas na literatura. Por outro lado, nao é trivial incluir o efeito camaleao
nessa metodologia, o que é fundamental para a obtencao de um quadro completo da dinamica
das perturbacoes da matéria nao relativistica.

O inicio da anélise das perturbacoes consiste em explicitar a expansao
ds* = a®(n) [—(1 + 2e®(n, ©))dn* + (1 — 2e¥(n, 7)) (dr® + r*dQ?)] (4.2)

em primeira ordem da métrica de Friedmannn-Lemaitre-Robertson-Walker. Nessa equacao,
o parametro adimensional € controla a ordem da perturbacao. Além disso, o parametro n
representa o tempo conforme. No sistema de coordenadas escolhido, as componentes da
métrica sdo adimensionais e, portanto, as igualdades goo = —a*(n)(1 4+ 2®(n, 7)) e g;; =
b5 [a*(n)(1 — 2¥(n, &))] sao verdadeiras. De posse do sistema de coordenadas e da métrica,
as expansoes (3.2) dos simbolos de Christofell, com respeito ao parametro €, sao calculadas
(de La Cruz-Dombriz et al. 2008).

Para simplificar a andlise, as grandezas geométricas, além das equagoes de campo, sao
manipuladas no espaco de Fourier. Portanto, essas variaveis sao exibidas como funcoes do
tempo conforme 7 e do vetor de onda k. A convencao de sinal para a transformada de Fourier

é igual a utilizada nas equagoes (3.41) e (3.42). Além disso, a notacao
TF {¥(n, &)} = ¥(n, k) (4.3)

é empregada para descrever grandezas no espaco reciproco. Apesar da equivaléncia entre os
simbolos utilizados, nesta sessao, para designar uma transformada de Fourier e os emprega-
dos, anteriormente, para designar parametros na moldura de Einstein, essas operacoes nao

devem ser confundidas.
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O calculo dos simbolos de Christofell é iniciado pela componente

[0, =TF {%00 <aaif]0) }
e%m +
n

=H(n) + O(€) . (4.4)

Neste capitulo, a fungao H(n) ¢ definida por intermédio da equacao H(n) := a(n)~* (da(n)/dn).

As tranformadas das componentes I'°); e ', por sua vez, sdo iguais a

00
=0 9> (9900
= (5}

TF {—1 — 2601, 7) (2&(77)26M) }

2a(n)? O;
=TF {eaq)(,gg 7) + 0(62)} = cik;®(n, k) + O(€%) | (4.5)

00
po _oppd 9" (99
=1 {- ()}

— TF { (1= 2e2(n,5)) s <2a(n)d“(n> (1 — 2e0(y, 7)) — 2a(y)2e 22T f)) }

2a(n)* dn on
S N 9Bk
— H()dy + €8y | ~2H (S(0,F) + (0, F) ) é:’? )] +0(&) . (4.6)
Por tultimo, as transformadas
i _ppd 9" (99w
ro= {5 (52}
_ (1+2¥(n, 7)), o 021, T)
=TF { 20(1)? 2a(n)“e Bz,
= €ik;®(n, k) + O(e?) | (4.7)
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™ agzm agmj
FjO_TF{ 2 (017 )}

_ (A +2e0(n, 7)) o [ 24D 1 o 21— 2a(m2e 2l D)
= {25 L) M 1 — e, 2) - 222D
s, (H<n> - %j}’f)) Lo, (45)

Sy

agmy agmk . agjk
8xk Ox; 0%,

B (1+ 26\1' n, D), o oy [ O¥T) 0¥, T) o 0¥(nT)
= { (—2a(n)”)e (5,] D2, +9, oz, 5]k—(9-73i
= —ie¥(n, k) (kk5ij + kjbir — kidjr) + O(€?) (4.9)

sao demonstradas.
Mediante as expressoes, (4.4), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9), & possivel calcular as
componentes do tensor de Ricci a partir da defini¢ao (3.3). A transformada da componente

Ry ¢é igual a

- or*y, B ore,, 3
Roo = TF{ T ra AR
ort or, ; ;
=TF {a_xi)o - 3—770 +T Birﬁoo -T Borﬁofz}
. SN2
dH(n)  0*V¥(n, k) 0 (n, k)
_ 1.2 _ _ _ _
= —k“ed(n, k) — 3 ( an i 3| H(n) —e¢ on
0U (1, k) 0%(n, k)
+3 (H(n) € n ) (H( ) o
3 i +e|—k*®(n, k) +3 e +3H(n) o + on :
+0(é) . (4.10)

Os diferentes fatores da transformada de Fourier das componentes ?;; sao calculados a parte,

para simplificar a demonstragao dessas expressoes. Em primeiro lugar, os fatores
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ore,, ore,. ork_
ai — TF 01 ki
e { Gt T

= —ehik [B(n. F) 380 F)] . (4.12)

pertencentes a equagao (3.3), sdo obtidos. Em segundo lugar, os termos

TF {FaaAF/\ij} =TF {Fooorozj + FOOkaz‘j + Pakoroij + Fkklrl ij}
— —AH (n)edy [w (0. F) + 001 ) ) + =]
b(n, k) L OU(n, k
3900, )>] , (4.13)

+ H (), [4H(n) e (%gg S

TF {7} = TF {10, 4+ TF oI, + T, TF, + T%, I}
U (n, k
= H(n)dy <2H (n) — 2¢ én )>

— 2H (n)edy; [2}1 (é(n, k) + W(n, k)) + o



CAPITULO 4. INTRODUCAO AS PERTUBACOES NA COSMOLOGIA 76

sao calculados e, por fim, a componente

Rij = (d];—?(;]) + 2H(77)2) — 2€0;; (i(n, k) + ¥ (n, E)) (d]j;(?m + 2H(?7)>
ey | —H (mg; 2 5“’5’7’ k)> 2 %572’ LR TN
+ ik, (é(n, k) — W (n, /5‘)) (4.15)

é exibida. Para enunciar todas as componentes do tensor de Ricci, ainda é necessario calcular

os indices

H a]‘_\O[Oi aI_V)éO()z «a 15] a 163

= cik; [aq’gj?’ k) _ aq’é’;’?’ k)] - 3@'/@.%77’@ + eilk H (1) [5&(77, k) — 33(n, k)
— ikiH(n) |28(n, F) = 3% (n. )
= 2ik;e (%Z]’k) + H(n)®(n, E)) : (4.16)

Por meio das componentes, (4.10) e (4.15), do tensor de Ricci, o escalar,

3
R =q¢"Ry + Z 9" Ry

i=1

“a (0] e 37 o (T H) b 12)]
MTosel [—k2 (é(n, k) — 2¥(n, E)) +3H () (8(1)((977’ i 38\1’((9?7’ k>>] , (4.17)

é obtido. As derivadas covariantes do campo fr sao calculadas em duas etapas. Inicialmente,

a expressao

TF {VovofR} - TF { 8772 008_7]

_TF {a;{f . (H(n) + eaq)g’]’ f)) aa{f + O<E2)} . (4.18)

O fr 0 afR}
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¢ demonstrada, seguida das componentes

TF {V,V, fa} = TF{ O fr _ 3fR}

8@;81:]- g (99(:5

R A LU CTUE R R 7o)

+0O(€?) . (4.19)

Para prosseguir no célculo das derivadas acima, as expansoes em série de Taylor, (3.22)
e (3.23), sao postuladas, implicando o desprezo do efeito camaledo. Desse modo, mediante

o uso dessas hipoteses, é simples demonstrar que essas derivadas sao iguais a

—H(n)——

9* fro O fro 9” (frroOR) O fro 0D(n, T)
TF {VOVOfR} TF{ n 5 on +e€ [ 6772 — on on

—TF {e (H(n)mf%—’z"m) } +0O() (4.20)

817 on
Ofro

oy <2H(@<777 7) + (. ))+%Z’f>>}

+O(e?) . (4.21)

TF {V,V, fr} = TF { om0 [ fRRoaaz(;R o, 12 fRRoéR)]}
—I—TF{

O fator 0 R, que corresponde a perturbacao, em primeira ordem, do escalar de Ricci, pode

ser inferido a partir da expressao (4.17). Entretanto, é ttil utilizar a componente

F{ fnfty = 51 (R)gy = Vi, ) + 99, i)
=TF {fRRij - V'V 'fR}

— frokik; (®01,F) = V(0. F)) + Frrokikjed R = 0T, (4.22)

com i # j, das equagoes de campo, para prosseguir na expansao das equagoes (4.20) e (4.26)

em poténcias de €.
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As distintas componentes do tensor energia-momento sao, em primeira ordem, iguais a

pol+ed)  —e(l+cpogs —e(l+pogy —e(l+pogs
—e(1 4 ) po 22 — P 0 0
™ — (L+edpoge P (4.23)
_6(1 + Cg)poaaij 0 po — €0P 0
—e(1+2)po 0 0 po — €0P

Os parametros pg e po equivalem a densidade de energia e a pressao isotropica de matéria
nao relativistica. Ja o fator ¢? é definido por meio da igualdade ¢ = §P/dp. Por hipotese,
tanto a solucao de ordem zero, quanto a perturbacao em primeira ordem dessas grandezas
possuem a mesma equagao de estado, implicando a igualdade 6P/dp = Py/po. Assim, no
caso particular de uma perturbacao na matéria nao relativistica, ambos os fatores py e 6 P
sao nulos.

Com o objetivo de comparar e, ao mesmo tempo, utilizar os resultados obtidos em de
La Cruz-Dombriz et al. (2008), as equagoes de campo com componentes mistas, sendo uma
covariante e a outra contravariante, sao utilizadas. As equagoes (4.28) guiam a transformacao
das grandezas geométricas necessarias para a obtencao das equagoes de campo. No caso
particular das componentes 0z, as equagoes com indices contravariantes sao iguais as com
indices mistos. Portanto, elas podem ser comprovadas a partir da substituicao da expressao

(4.23), para o tensor energia-momento, na equacao (4.22). Como resultado, a expressao

fro (U0 F) = (0. F))

f RRO

oR = (4.24)

para a perturbacao do escalar de Ricci é demonstrada.

Por intermédio da expressao (4.24), as expansoes, em primeira ordem,

TF {VoVofr} = & fro H(mafRO L [_WRO 001, k) | ,0fro (a\p(n,kz) 9%(n, k:))]

on? on on  On n on on

# O [(Z40 1) 20 (00,8 - 800,

oU(n, k) 0b(n,k OPU(n, k) 9*®(n, k
—( g; )— g; ))H(n)fRo+fRo< 6572 >— 8(77772 )>],

+ €
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T 9.9} = =) 92 + ¢ |~ (0,000 + okt ) (W01, F) — 600,

€ [—5in<n)fRO <6\IJ(77’ k) _ o2, k)> + 26; 8fRO <<I>(7}, k) + U (n, IZ))]

on an i 8

afRO 3\1’(7% )

+ €0ij—— an on

+0O() (4.26)

para as derivadas covariantes do campo fg, sao obtidas.

Todos os elementos necessarios para enunciar as equagoes de campo foram calculados.
Antes de apresentar as transformacoes necesséarias para elevar um dos indices dessas equa-
¢Oes, é ttil aplicar, nelas, as expansoes (3.22) e (3.23), com objetivo de simplifica-las. Esse

procedimento é exibido na igualdade

F {fRRO‘ﬁ _ %f(R)gaB — VeV, (fr) + ViV, (fr) gaﬂ} _
- {<f o e frrodR) (RS e Y) = = (o + el o0 R) (5°4° + g ﬁ(”)}

+TF{-V*Vs (fr) + V'V, (fr) 9%}

~a (0)
AN i e I
— O() + efno | RV + B2 (\If(n,k)—@(n,k)> - 0k | - e

+ TF {=VVs (fr) + V¥V, (fr) 9%} + O(€°) . (4.27)

Os indices sobrescritos simbolizam, nessa equacao, a ordem da expansao de uma determinada
grandeza, tal como o tensor de Ricci, com relagao a variavel e. Na passagem da segunda para
terceira linha, a equacao (4.24) foi utilizada para eliminar um dos termos 0 R presentes. Para
substituir o outro termo, é mais apropriado utilizar os termos, de primeira ordem, exibidos
na expressao (4.17). Por ultimo, as transformacgoes da métrica, do tensor de Ricci e das

derivadas covariantes sao iguais a

gaﬁ = 6aﬂ )

R = ~Q5R55 ,
RV =g OR) . (4.28)
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Por meio de resultados ja demonstrados, é possivel obter a expressao

Tro | 2 (G0 Ty w i T 0(n.k)  OV(n.k)\ _LdH(n) g,

a(n)? [—k (fb(m k) + W (n, k‘)) +3H(n) ( o T on ) = 3(1—77\1!("’ k)

+ (35— o)) @By + L0 (—9H<n>&><n, ) + 3H () W00, F) - 3%@’”)

- a(n)Qéﬁ , (4.29)

corresponte & componente 00 das equagoes de campo. Em contrapartida, as igualdades

= —rpo(1+ ), (430

fro [82i;(77772’ i 82%572’ K | am () (a&)g;, i a@g; k)) + S—dZ$")é(n, IZ)]
oo (T 2 W0,y <3H (0. F) — H) (. )+ 372 ’“>>
= KJQP()CES . (431)

equivalem as componentes 0z e ij. Além dessas equacgoes, é importante explicitar as ex-
pressoes resultantes da conservagao do tensor energia-momento. A primeira expressao desse

sistema é igual a

oT,"”
TD U;l/ = 870 - P(;OVTV& + FVI/(FTVO
dp - a6 U (n, k)
= {a—;+3ﬂp0 (1+c§)} d + po 0_n_k2 (1+c§)v—38—77 (1+¢)
Do Uy, k)
= +p0 a_n_kQ (1+c§)v—3a—n (1+¢)

~0. (4.32)
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De maneira analoga, as igualdades

od(n, k) ) 5 )
s P H@)E (1 —33) = .
on + T Cgé + an +H(n)o(1-3c) =0 (4.33)

sao idénticas as componentes espaciais das equacoes de conservacao.
No caso particular em que ¢? = 0, que corresponde a equacao de estado da matéria nao

relativistica, a velocidade v ¢ igual a

= - (ag("’ B _ 30%0, E)> . (4.34)

k? on an

Por intermédio da utilizacao dessa expressao para eliminar essa velocidade na igualdade

(4.33), a equagao

0%5(n, k)
on?

-,

on?

d(n, k -
+ )P+ 120,

oW (n, k)

—3H(n) on

—0 (4.35)

¢ obtida, relacionando a evoluciio do parametro § = (6p)/p com a dos potenciais de W
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4.2 Equacao de Evolucao para a Densidade de Energia
da Matéria

As equacgoes de campo predizem uma dependéncia dos potenciais ® e U com a funcao 5.
Acrescido das equagoes de conservacao, esse sistema determina a dinamica da densidade de
energia de matéria nao relativistica. Por um lado, as equacoes de campo indicam como a
presenca de matéria perturba a métrica. Por outro lado, as equagoes de movimento informam
como a presenca dos campos ® e U altera distribuicao dessa componente.

A obtencao de uma equacao de evolucao para o parametro J, nao dependente dos poten-
ciais ® e ‘il, a partir das equacoes de campo consiste no objetivo principal a ser alcancado nos
paragrafos subsequentes. A demonstracao dessa equacao diferencial depende de uma série
de etapas envolvendo longas e elementares manipulagoes algébricas. Por isso, tais passos sao
apenas listados, sem apresentar os resultados parciais de todos os procedimentos.

As equacdes (4.29) e (4.30) ndo contém as derivadas d>®/dn? e d*>¥ /dn?. Nesse caso, por

meio de uma substituicao de variaveis, é possivel utilizar essas expressoes para encontrar as

relacoes
0z a&)(na E) a\ij(nv E) N 85
d=90 ( oo .0, an ) (4.36)
U=y ( o o , 0, an ) (4.37)

Mediante a derivagao, com respeito ao tempo conforme, das equagoes (4.36) e (4.37), as

funcoes

oO®(n, k) B 0%(n, k) [ *®(n, k) >V (n, k) 590 009 (4.38)
877 — 877 8’172 ) 8772 » n? 772 ? .

(4.39)

OU(n. k) _ 0%, k) (92(0.K) *V(n.k) 5 96 0%
o On o o T on o)
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sao demonstradas.

Uma analise, do sistema formado pelas expressoes (4.36), (4.37), (4.38) e (4.39), permite
afirmar que a obtencio de uma relacio entre as derivadas d>®d/n? e d?¥ /dn? e a funcdo 0 é
suficiente para resolvé-lo. Duas equacoes, envolvendo essas grandezas, sao necessarias para
demonstrar essa relacao.

Por intermédio da substitui¢do dos termos, presentes na equagao (4.35), proporcionais
ao potencial ® e a derivada d@/dn, pelos seus respectivos valores expressos nas igualdades
(4.36) e (4.39), a primeira das duas equagoes é encontrada. Utilizando, em seguida, as
fungoes (4.38) e (4.39) para eliminar a dependéncia, da expressao demonstrada, com relagao

as derivadas d®/dn e dV /dn, a funcio

O*W(n, k) _ 0" (n, k) (32&’(777 k) = 96 325) (4.40)

o on? o2 an’ on?

¢ encontrada. J& a segunda equacao é obtida a partir da derivada, com respeito ao tempo

conforme, da equacao (4.30). O resultado é expresso a seguir:

02 (n, k) Uy, k) _ JrrRoOOOR N (fRRo (dfro/dn) — (dfrro/dn) fro

= R . 4.41
on on fro On féo ) (4.41)

A perturbacao do escalar de Ricci em primeira ordem, calculado mediante a contracao do
tensor de Ricci, contém termos proporcionais a derivada 20 /dn?. Essa afirmaciao pode ser
ratificada através de um exame da equagao (4.17). Assim sendo, para evitar, na expressao
(4.41), o aparecimento de derivadas terceira, com respeito ao tempo conforme, dos elementos

da métrica, é indispensavel substituir o termo, presente no escalar de Ricci, proporcional a

) : (4.42)

A funcao acima é provada a partir do calculo das derivadas primeira, com relagao ao

derivada segunda desses potenciais pela funcao

2

S
5
S

Y

[

S

d(n, k), U(n, k)b
8772 8772 877 ) an ) (77 )a (77’ )757

o))

02U (n, k) 9*U(n, k) (a®<n,%> oU(n, k) - - .
’ n

dependente de derivadas de menor ordem.

tempo conforme, das equagoes (4.29) e (4.30). A derivada primeira da velocidade v é elimi-

nada por intermédio da componente zero das equagoes de conservagao, expressa em (4.32),
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resultando nas férmulas

0*U(n, k)  0°U(n, k) (0°®(n,k) dU(n,k) 9®(n,k)
o2  On?

o2  On? on* > om 7 on T 0non?) '

Por meio de uma substitui¢do de varidveis, a expressao (4.42) é provada. Por tltimo, me-

diante o calculo da derivada 6R/0n, a equacao (4.41) origina a funcio

P k) _ 9*d(y, k) (32‘@(777 k) (4.44)

on? on? on? n’ on?’ on?

As expressoes (4.40) e (4.44) formam um sistema fechado para as derivadas d>¥/dn? e

R /dn?. Apos uma substituicao de varéaveis, as formulas

Pd(n.k) _ Pb(.k) (00 95 9% (4.45)
8772 - 87’]2 ?an7 8772, 8773 ) .
PU(n,k) _ PU(n.k) (- 95 86 &% (4.46)
8772 - 87’72 78/'77 6772’ 8773 Y .

sao comprovadas.
Por fim, por intermédio das expressdes (4.45) e (4.45) para eliminar, do sistema formado

pelas equacdes (4.36), (4.37), (4.38) e (4.39), as derivadas d>¥/dn? e d*®/dn?, as funcdes

- (<05 9% 0%

- - (205 D% %



CAPITULO 4. INTRODUCAO AS PERTUBACOES NA COSMOLOGIA 85

od 9D [~ 86 9% &6
on ( "I’ o 3773) ’ 49
OU 9T [~ 85 9% %6
on  On ( "on’ on?’ 8773) (4:50)

sao demonstradas.

Todas as funcgoes, necessarias para a demonstracao da equacao de evolucao para a den-
sidade de energia de matéria nao relativistica, foram encontradas. Para finalizar a obtencao
dessa expressdo, ainda é preciso derivar a equacao (4.47), com relagdo ao tempo conforme,
e, em seguida, iguala-la & equagao (4.49). O resultado é, de maneira esquematica, igual a
(de La Cruz-Dombriz et al. 2008)

) 06 026

) Bl
ﬁ4,f8_774 + 53,f8—773 + (o pn + Poy) 8_772 + (o gn + Pig) 6_77 + (oo + Pog) 6 =0. (4.51)

Os coeficientes «o; gy, com ¢ = 1..4, correspondem aos parametros presentes na teoria da
Relatividade Geral (de La Cruz-Dombriz et al. 2008). Em contrapartida, (;, com j = 1..4,
equivalem as correcoes introduzidas pelas teorias f(R) (de La Cruz-Dombriz et al. 2008).
O limite newtoniano da equacao acima é obtido mediante a expansao, dos termos « e [3,
em poténcias da razao entre a fungdo de Hubble, H(7), e o médulo do vetor de onda, k. Por

conveniéncia, os parametros adimensionais

o ()

o 1 dfro\’
= H(n) fro ( dn ) ’ (4.52)

sao utilizados.

Os valores dos coeficientes da expansao dos parametros « e 3 sao explicitados, de forma
detalhada, em de La Cruz-Dombriz et al. (2008) e, portanto, ndo sdo apresentados nesta
dissertagao. Todavia, é relevante notar que ambos os parametros 3¢ e (4¢ tendem, no limite

H(n)/k — 0, a termos proporcionais a (H(n)/k)*. Esse fato motivam de La Cruz-Dombriz



CAPITULO 4. INTRODUCAO AS PERTUBACOES NA COSMOLOGIA 86

et al. (2008) a desprezarem as derivadas de quarta e de terceira ordem, com respeito ao
tempo conforme, da perturbacao de densidade de energia de matéria nao relativistica. Logo,
esse parametro evolue, no limite newtoniano, de acordo com a equacao

) 95 JhoH () (=1 + k1) (261 = Ka) = 055 frmo (K2 — 2) K*nGpoa(n)®

~— 4+ H(n)— + 6=0.
67]2 (?7> 87] f]5%0<—1 + lil) + %fé}{of}m (I{Q — 2) k;S

(4.53)

Num capitulo posterior, essa expressao é utilizada para a obtencao do espectro de potén-
cia de perturbacoes de matéria nao relativistica. A discrepancia entre o resultado previsto
pela equagao (4.53) e o resultado obtido em simulagoes numéricas, que nao desprezam o
efeito camaleao, também é examinada. Por ultimo, o limite quase-estatico, valido para de-
terminados modelos, também é enunciado, simplificando, de forma expressiva, essa equacao

de evolucao.



Capitulo 5

Teoremas de Estabilidade

Neste capitulo, as condi¢oes necessarias para garantir a estabilidade de solugoes, na cos-
mologia, semelhantes a prevista pela teoria da Relatividade Geral sao analisadas (Dolgov &
Kawasaki 2003, Pogosian & Silvestri 2008, Faraoni 2006, Sawicki & Hu 2007). Esse resultado
é dependente, de forma fundamental, do sinal da derivada frr. Além disso, sao enunciadas
as condicoes necessérias para evitar mudancas no sinal da constante gravitacional efetiva e
do comportamento do graviton, no contexto da teoria quantica de campos, transformando-o
num campo do tipo ghost.

O estudo da estabilidade de solugoes cosmolégicas é subdivido em duas etapas. Em
primeiro lugar, a prova original é exibida (Dolgov & Kawasaki 2003). Posteriormente, uma
outra visdao, baseada na equivaléncia existente entre teorias f(R) e do tipo escalar-tensorial,
é apresentada (Sawicki & Hu 2007). A demonstracao explicitada em Dolgov & Kawasaki

(2003) pressupde a expansao

9ap = Nap + ekaﬁ(rv t) ) (5'1)

esfericamente simétrica e dependente do tempo. Os elementos 1,5 equivalem as componentes
da métrica de Minkowski. Nesse limite, a teoria da Relatividade Geral é postulada e, por

consequeéncia, a expansao

R = —kT(r,t) + eRy(r,t) (5.2)

87
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para o escalar de Ricci é pressuposta.

Conforme mencionado no capitulo 3, as expansoes (5.1) e (5.2) podem ser criticadas
em principio, pois o espaco-tempo de Minkowski nao é a solugao do vacuo para a maioria
das fungoes f(R). Ratificando essa afirmacao, foi demonstrado, no capitulo 3.1, que R # 0
também soluciona as equacoes de campo em métricas estaticas e esfericamente simétricas em
ordem zero. Entretanto, o fator de escala, presente nas solucoes do tipo de Sitter, varia numa
escala de tempo muito superior as caracteristicas da dinamica estelar, e, por conseguinte, é
possivel utilizar a expansao (5.1), desde que o escalar de Ricci no vacuo nao seja considerado
nulo.

Antes de pressupor um modelo geral, o caso particular (Carroll et al. 2004)

r) = n-a(f), (53)

com « > 0, é analisado (Dolgov & Kawasaki 2003). Esse modelo ja foi estudado no capitulo
2, em que foi demonstrado a existéncia de uma fase muito instavel dominada pela matéria nao
relativistica. Nesse caso, a fase dominada pela radiacao é seguida por um fase caracterizada
pela codominancia entre a matéria nao relativistica e as contribuicoes adicionais preditas
por esse modelo nas equacoes de campo, em comparagao com as equagoes de Einstein.
Para demonstrar a instabilidade da solu¢ao que, em ordem zero, coincide com as previsoes

da teoria da Relatividade Geral, o traco

2 2
frR —2f(R) +3V'V,fr = —R+ 30}50 +3VV, (O‘R—}z‘))

_ 6aR}[, ... 3(0R)(0"R)  R' R
~ RS {aﬂa i R Tam T 2
= r’T (5.4)

das equacoes de campo é calculado. Nessa expressao, os efeitos da perturbacao sobre a
métrica de Minkowski foram desprezados. Utilizando a expansao (5.2) na equagao (5.4), a

igualdade, em primeira ordem,
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0,0" R (1, 1) — %@Tm 00" R, (r.t)

+ Ri(r,1) (FPT(T, ) + ﬁaﬂm, 10" T(r, t) — %) ~0 (5.5)

é obtida.

Por meio da (5.5), é possivel demonstrar a instabilidade da perturbacao R;(r,t) nos
casos em que frr < 0. Na cosmologia, o escalar de Ricci e o tensor energia momento
independem das coordenadas espaciais. Para simplificar essa demonstragao, a igualdade

a =1 é pressuposta. Por consequéncia, a expressao (5.5) se reduz a

d’>Ry(t) 6 dT(t) dR(t)
2 T(t) dt  dt

+ Ri(t) (5.6)

Na era dominada pela matéria nao relativistica, k*7" ~ H? e, portanto, todos as contribui-
¢oes da equagao acima, a excegao do tltimo termo, sdo da ordem de grandeza de (H?(t) Ry (t))x
O(1). Para desvios para o vermelho z > 1 x 103, a razao (k*T'(t)?)/(6R2) é maior ou igual a
1 x 10°, pois, em a(t) = 1, as relagoes K2 puateria escura ~ K2pa ~ Ras € Rgs ~ Ry sdo validas.
Nessa aproximacao, essa equacao tende a

d’>Ry(t) 4 dRy (1)
w2 g

—-m?R(t) =0, (5.7)

com 2 = —(6/T(t)*)(dT(t)/dt) e m* = (k°T(t)*)/(6R%). A solu¢do para essa equagio

diferencial é, desprezando a variagao temporal do traco do tensor energia momento, igual a

Aexp <_v_2t VA +4m2)t> ¢ Bewp (_7_% V(P +4m2)t>] 58)

Ry (t) = 9 2 9 2

De fato, a posteriori, essa simplificacao dos coeficientes se mostra coerente. Enquanto o traco
do tensor energia-momento é uma fun¢ao polinomial do tempo, a variagao R;(t) do escalar
de Ricci tem uma dependéncia exponencial nesse fator.

No limite (m/v)? > 1, a solugao (5.8) tende a soma de uma exponencial real crescente

com uma exponencial real decrescente no tempo. Logo, ou as condicoes de contorno sao
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ajustada para satisfazer a formula A = 0, ou essa igualdade prevé uma divergéncia exponen-
cial do escalar de Ricci, com relacao ao comportamento predito pela Relatividade Geral. A
solugdo (5.8) nao permite concluir que o modelo (5.3) prevé uma divergencia no escalar de
Ricci, pois o0 método perturbativo perde a validade no limite R, > 1. Entretanto é possivel
afirmar que a fase dominada pela matéria nao relativistica é instavel.

De fato, as expressoes (2.11) e (2.45), presentes no capitulo (2), demonstram, em modelos
f(R) que obedecem as desigualdades fr > 0 e frr < 0, a existéncia de uma divergéncia num
dos autovalores positivos da matriz jacobiana (2.40), no tinico ponto fixo capaz de originar
uma fase dominada pela matéria nao relativistica. Essa é a instabilidade exibida, de forma
clara, no resultado (5.8).

Modelos f(R) mais genéricos sao parametrizado pela fun¢ao adimensional m(R) = h(R)/Ro,

conforme visto a seguir

F(R) = R+ R, hg:) | (5.9)

Em R = Ry, m(R) ~ 1. Mediante o uso das hipoteses (5.1) e (5.2), o trago (1.16) das

equagoes de campo equivale, de forma geral, a equacao de evolugao

0,0 Ry (r,t) — 21 (an(m)_l <83m<R)) 0,TO"Ry(r, 1)

ot2 ot3
1 (Y (R S oy i) <0 o

para a perturbacao, Ry, do escalar de Ricci (Faraoni 2006). Na expressao acima, a contribui-
¢ao preponderante do termo de massa, proporcional a R;(r,t), é dada pelo fator inversamente
proporcional a constante Ry ~ R4qs. Supondo uma dependéncia puramente temporal do es-
calar de Ricci e do tensor de energia-momento, essa igualdade é andloga a equagao diferencial
de um oscilador harmonico com amortecimento e com frequéncia natural puramente imaginé-
ria, desde que a variagao temporal do traco do tensor energia momento seja desconsiderada.
Portanto, ela também prediz um crescimento exponencial da perturbagao R;(t).

Os resultados enunciados permitem afirmar que solugoes, na cosmologia, compativeis com
a dindmica prevista pela teoria da Relatividade Geral, sdo instaveis em modelos f(R) dotados

de uma derivada frr negativa. Em particular, essa demonstracao permitiu generalizar a
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relacao, estabelecida no capitulo 2, entre esse sinal e a existéncia de uma fase dominada pela
matéria nao relativistica. De acordo com Sawicki & Hu (2007), existe uma demonstracao
alternativa, apta a fornecer nao s6 uma visao fisica intuitiva da dinamica determinada por
esses modelos, como também a demonstracao da existéncia dessas solugoes instaveis. Para
enuncié-la, a equivaléncia entre teorias f(R) e do tipo escalar-tensorial é pressuposta. Além
disso, a moldura de Einstein é empregada.

Em teorias f(R), a derivada do potencial V(¢), com ¢ = \/_ln ) e x = fr, presente
na equacao de campo (1.32), é igual a (Sawicki & Hu 2007, Faulkner et al. 2007)

dV(¢)  R(1—hg)—2h(R)
dp (14 hg)? '

(5.11)

Na equacao (1.32), o comportamento do campo ¢ é determinado pelo potencial efetivo,
Veg. Em concordancia com resultados a serem demonstrados em um capitulo posterior, para

satisfazer os testes classicos da gravitagao, é absolutamente necessario obedecer os vinculos
h(R) < R e hr <1, (5.12)

no limite ¢ — 0. Nesse caso, é simples demonstrar que a derivada do potencial efetivo,

WVen6) _ R(L+hn) =2h(R)  26° oy
do (1+ hr)? NG -

(5.13)

se anula no ponto R ~ k?p. Para determinar a estabilidade desse ponto, é necessario calcular
a derivada segunda desse potencial, com relacao ao campo escalar ¢.
Em concordancia com a discussao exibida no capitulo 3.3, no limite ¢ — 0, o termo

proporcional a densidade do meio nao é relevante e, portanto,

PVald)| V()
d¢2 R=k2p d¢2 R=k2p
hr) — Rh
~ hpr <<1 +(1’i)h1£ RR) . (5.14)

Considerando 1 4+ hg > 0 e hgrr < 0, esse ponto critico equivale a um méaximo local e, por
consequéncia, a solucao é instavel.

Além do vinculo frg > 0, modelos f(R) viaveis devem obedecer a desigualdade fgr > 0.
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A demonstragao dessa afirmagao nao ¢é exibida (Faraoni 2006). Contudo, é possivel afirmar
nesse sentido que no limite quase estatico, obtido a partir da nao consideracao das derivadas
temporais de todas as grandezas geométricas em ordem zero, a equacao de perturbacao (4.53)

tende a

TN 1+ 4588 40 G ()26

- - =0. Nl
(9772+ (n)én 1+3"€2f’j:iR Ir 0 (5.15)

Nos casos em que fr < 0, o termo proporcional & sobredensidade delta pode assumir valores
positivos, o que é um absurdo do ponto de vista fisico, pois isso equivale a admitir uma

constante gravitacional efetiva inferior a zero.



Capitulo 6

Singularidades na evolucao cosmologica

Neste capitulo, a dinamica do campo fr, que corresponde a um efetivo grau de liberdade

nas teorias f(R), é examinada no contexto da cosmologia. Assim, o elemento de linha
ds* = —dt* + a(t)? (dr® + r*dQ?) (6.1)

é adotado. No sistema de coordenadas utilizado, o parametro ¢ nao equivale ao tempo
conforme.

No capitulo 2, foi demonstrada a existéncia de diversos modelos que nao prevéem a
existéncia uma fase dominada pela matéria nao relativistica, seguida por uma fase acelerada
e precedida por uma fase dominada pela radiacao. Entretanto, algumas fungoes bastante
semelhantes a lagrangiana de Einstein-Hilbert, acrescida de uma constante cosmologica, no
limite de R/Ry > 1 possuem uma dinamica promissora (Hu & Sawicki 2007a, Starobinsky
2007, Amendola, Gannouji, Polarski & Tsujikawa 2007).

A andlise apresentada neste capitulo é restrita ao estudo de modelos f(R) viaveis com
relacao aos vinculos cosmoldgicos relacionados no paragrafo anterior. De forma adicional,
esse estudo é restrito a formas funcionais da lagrangiana semelhantes a de Einstein-Hilbert,

acrescida de uma constante cosmologica. Em particular, o modelo
OCRO
R —n
1+ (&)

pertence a esse grupo de fungoes, desde que os parametros a e Ry obedegam os vinculos o > 0

f(R)=R— (6.2)

93
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e Ry ~ k2?py. A variavel pg é igual a densidade de energia da soma de todos os constituintes

do universo em z = 0 por defini¢do (Hu & Sawicki 2007a). Além desse exemplo, a fungao

Gy )

proposta em Starobinsky (2007), também é viavel. Nesse caso, também é indispensavel a

f(R) =R —aRy

(6.3)

restricdo dos parametros o e Ry, mediante as expressoes o > 0 e Ry ~ k2py. Por altimo, o

exemplo
f(R) =R —aRy (1 — e /o) (6.4)

também é analisado, sob as mesmas hipoteses para « e Ry (Linder 2009).

Os modelos apresentados acima nao constituem uma lista exaustiva de todas as possibili-
dades viaveis e semelhantes, no limite R > Ry, a lagrangiana de Einstein-Hilbert, acrescida
de uma constante cosmoolgica (Appleby & Battye 2007, Appleby & Battye 2008). De ma-

neira geral, esses modelos compartilham as seguintes caracteristicas:

L lim f(R) =R, (6.5)

2. lim f(R)=R—2A, (6.6)

3. fr(R=~ Ry) = %]};) <1. (6.7)
R~Rg

Além dessas propriedades, as derivadas fr e frr sao positivas, ao menos no intervalo
de valores do escalar de Ricci acessivel a dinamica na cosmologia. Apesar de existir um
dominio, nas proximidades de zero, em que a derivada frr assume valores negativos nos
modelos (6.2) e (6.3), ele é intangivel, pois a evolu¢ao do universo se estabiliza numa métrica
do tipo de Sitter com um valor para o escalar de Ricci superior ao limite desse intervalo de

instabilidade.
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A evolucao dinamica dos exemplos apresentados é investigada por intermédio do traco
(1.16) das equagoes de campo, aplicado & métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.
Por meio da definicao ¢ := fr — 1, é possivel demonstrar a equivaléncia, no contexto da

cosmologia, entre a equagao (1.16) e a expressao (Frolov 2008)

d¢? d d
VLV = 4 3H ()5 = —‘;ff) _F. (6.8)

Nessa expressao, a derivada do potencial V' (¢), com respeito ao campo escalar ¢, é igual a

dv(e) _ (2f(R) — Rfr)
= ; . (6.9)

Além disto, a variavel

F= ? (p— 3p) (6.10)

representa a forca originada do traco do tensor energia-momento.

Para os modelos (6.2), (6.3) e (6.4), o potencial V' (¢) é concebido por meio de um grafico
paramétrico V(R) x ¢(R). A fungao V(R), por sua vez, é obtida a partir da integracao
da derivada dV/dR, que esta relacionada com a equacao (6.9) por intermédio da igualdade

(Frolov 2008)

dV(¢(R)) _ dV(¢) do _ (2f(R) — Rfr) *f(R)

dR d¢ dR 3 dR? (6.11)

A figura 6.1 exibe o perfil do potencial V(¢) previsto pelo modelo (6.3). Essa fungao
admite diversas imagens associadas ao mesmo valor, no dominio, do campo ¢ e isso é um
problema em principio. Contudo, o intervalo ¢ > 0 nao é relevante do ponto de vista fisico,
pois equivale a valores negativos do escalar de Ricci. Além disso, a imagem associada a
regiao R > 0 é subdividida em dois ramos distintos. No primeiro, a derivada frgr é negativa.

Em contrapartida, o segundo ramo esta relacionado a valores positivos dessa funcao.
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Figura 6.1: Perfil do Potencial V' (¢)/ Ry previsto pelo modelo (6.3), considerando « =2en =1. A
curva preta e tracejada corresponde & imagem desse potencial, para valores negativos
do escalar de Ricci. Essa é, portanto, uma regiao inaceitavel do ponto de vista fisico. J&
a curva azul e continua equivale a imagem do potencial V(¢)/ Ry, impondo, no dominio,
valores nao negativos para o escalar de Ricci e, como consequéncia, fisicamente aceitavel,
do escalar de Ricci. Todavia, parte dessa curva estd associada a solucoes instaveis, pois
existe um regiao em que a derivada frr é negativa (Frolov 2008).
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Figura 6.2: Perfil do potencial V(¢)/Ry, restrito ao intervalo R > 0, previsto pelo modelo (6.3),
presumindo o = 2 e n = 1. Na figura 6.2a, as letras A, C e D indicam pontos criticos do
potencial V(¢). A letra B, por sua vez, indica um ponto em que a derivada frg é nula.
Além disso, a letra E corresponde a um ponto singular no escalar Ricci. Nessa mesma
figura, a curva preta exibe a imagem do potencial V(¢)/Ro no dominio de valores em
que a derivada frpr € negativa. Assim sendo, a curva azul continua, ampliada na figura
6.2b, apresenta a unica regiao fisicamente relevante (Frolov 2008).

Os potenciais previstos pelos modelos (6.2) e (6.4) apresentam um perfil semelhante ao
descrito nas figuras 6.1, 6.2a e 6.2b. Os graficos 6.3 e 6.4 exibem as regioes de interesse fisico

desses respectivos exemplos. Mediante uma andlise dessas imagens, é possivel assimilar a
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notavel proximidade existente entre o ponto critico D e a singularidade, localizada no ponto

E.

-0.2

V(9)/Ro
)
L m L

Figura 6.3: Perfil do potencial V' (¢)/Rp, restrito ao intervalo R > 0, previsto pelo modelo (6.2),
na situacao em que o = 2 e n = 3. As letras A, C e D indicam pontos criticos do
potencial V(¢)/Ry. A letra B, por sua vez, nomeia o ponto em que a derivada frp €
nula. Ja a letra E corresponde & singularidade, isto ¢, a um ponto em que o escalar de
Ricci adquire valor infinito. Nessa mesma figura, a curva preta explicita a imagem do
potencial V(¢)/Ry no dominio de valores para o escalar de Ricci em que a derivada frr
é negativa. Desse modo, a curva azul e continua apresenta a tnica regiao do potencial
fisicamente relevante.

A igualdade (6.8) pode ser interpretada como a equagio de movimento de uma particula
pontual sujeita as leis da mecanica classica. Nessa compreensao, duas forcas delimitam a
dinamica do campo escalar. A primeira forca é induzida pelo potencial e a segunda é produ-
zida pela presenca de matéria. As formas funcionais dessas interacoes sao apresentadas na
expressoes (6.9) e (6.10). No limite ¢ — 0, o potencial V' (¢) possui um perfil patologico, pois
a derivada dessa funcao tende a infinito, apesar do valor finito do potencial nesse respectivo
ponto. Logo, é mais interessante investigar a dinamica dessas interagoes por intermédio de

um balanco energético.
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Figura 6.4: Perfil do potencial V(¢)/ Ry, restrito ao intervalo R > 0, previsto pelo modelo (6.4), na
situagao em que o = 2. A letra B indica a solucdo de vacuo do tipo de Sitter. Ja a
letra E explicita a singularidade, isto ¢, o ponto em que o escalar de Ricci adquire valor
infinito.
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De acordo com Frolov (2008), a singularidade é acessivel de forma dinamica nesse conjunto
de modelos. Corroborando essa afirmagao, Appleby & Battye (2007) identificam, durante a
evolugao cosmoldgica do modelo (6.2), divergéncias no escalar Ricci, tanto em nivel pertur-
bativo, utilizando equacgoes de campo linearizadas, quanto em nivel numeérico, integrando as
equacoes completas.

Contudo, alguns comentérios relevantes, com relacao as conclusoes enunciadas em Ap-
pleby & Battye (2007), necessitam ser discutidos. Em primeiro lugar, o método perturbativo
despreza o efeito camaleao, que pode exercer um papel relevante na analise do sistema, pois
ele tende a fixar o campo escalar no minimo do potencial efetivo, afastando-o da singulari-
dade. Em segundo lugar, as divergéncias obtidas por esse procedimento nao sao consistentes,
pois a analise perturbativa deixa de ser valida para grandes variacoes do escalar de Ricci,
em comparacao ao valor desse campo na solucao de vécuo.

Por dltimo, a evolucao numérica do sistema de equacoes de campo é, nesse trabalho,
calculada no sentido temporal inverso. Portanto, as condigoes iniciais sao estipuladas em
z = 0 e o sistema evolui em direcao ao limite z — oco. Contudo, nao é evidente que a dinamica
desse conjunto de equagoes seja reversivel. De fato, Oyaizu (2008), Oyaizu et al. (2008) e
Schmidt et al. (2009) realizam simulagoes numéricas da evoluc¢do cosmologica prevista pelo
modelo (6.2) no sentido direto do tempo, incluindo a dinamica de formagao de estruturas, e
nao obtém singularidades no escalar de Ricci.

No entanto, é possivel afirmar que a inexisténcia de singularidades nessas simulagoes é
consequéncia das hipoteses impostas, especialmente com relacao a validade do regime quase
estatico, em que as derivadas temporais de todas as perturbacoes das grandezas fisicas e geo-
métricas sao desprezadas. Uma analise estatistica do nimero de condigoes iniciais, impostas
em z — 00, que prevéem uma evolugao singular, é necessaria para enunciar conclusoes mais
satisfatorias (Appleby & Battye 2007).

O estudo da formagao de estruturas também é essencial para delimitar a acessibilidade das
singularidades no escalar de Ricci, pois a densidade de energia de matéria nao relativistica
¢ bastante elevada nessas regioes, em comparagao com a densidade critica do universo, e
uma concentracao de matéria tende a aproximar o campo escalar desse ponto singular. Para
modelar esse problema, é indispensavel considerar o campo ¢ dependente das coordenadas

espaciais, conforme feito nas simulages apresentadas em Oyaizu (2008), Oyaizu et al. (2008)
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e Schmidt et al. (2009).

Em Frolov (2008), a influéncia do processo de formacao de estruturas é estimada por
meio da linearizacao do traco das equacgoes de campo. Nesse regime, é possivel obter essa
expressao a partir da expansao (3.22) e da igualdade (3.37). Além disso, o limite quase

estatico é pressuposto. Assim sendo, para R > Ry, essa equacao tende a

2 —

Kk p(Z
VIV ,6(F) ~ V26(F) = — [;)( ) (6.12)
Na equacao (6.12), a métrica, cujas componentes sao fungoes complicadas no interior das
diferentes estruturas, foi simplificada. Em particular, o fator de escala foi aproximado pelo
seu valor em z = 0. A semelhanca funcional dessa expressao com a equacgao de Poisson,
que determina a dinamica do potencial newtoniano, nomeado ®(Z), de acordo com as leis
da mecanica classica, permite relacioné-las (Frolov 2008). Por conseguinte, é possivel obter
o campo ¢ como func¢ao desse potencial, conforme exibido na equacgao

2 K20(7)

V20(7) = —AnGp(T) = 6(7) = o — ="

(6.13)

Em estrelas relativisticas, o potencial ®, que é adimensional no sistema de unidades em
que ¢ = 1, é, de forma aproximada, igual a ® ~ 4 x 107!, A variacdo permitida para o

campo ¢ é, desse modo, igual a
|6 ¢max| ~ 2.7 x 1071 . (6.14)

Esse ¢ um valor muito superior a distancia entre o minimo do potencial V' (¢) e a singula-
ridade, ao menos para os modelos f(R) descritos nesta sessdo. Em particular, no exemplo
(6.3), essa diferenca é menor ou igual a 9 x 1072 supondo @ 2 1 e n 2 1, conforme visto na

figura que se segue.
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5

Figura 6.5: A figura acima apresenta a diferenca A¢, prevista pelo modelo (6.3), entre o valor do
campo no minimo do potencial V(¢) e ¢ = 0, que corresponde a singularidade no escalar
de Ricci, como fungao dos parametros o e n (Dev et al. 2008).

Apesar da estimativa (6.13) nao ser conclusiva, face a razoes que sao melhor discutidas no
final desta sessao, a presenca de singularidades, na evolugao da cosmologia, pode ser evitada
por intermédio da adigao de termos proporcionais a R", com n > 1. Por serem influentes no
regime R/Ry > 1, essas corregoes sao denominadas ultravioletas. Por simplicidade, apenas
o caso particular n = 2 (Dev et al. 2008) é considerado nesta disserta¢do. Corroborando
essa escolha, a inclusao, na lagrangiana de Einstein-Hilbert, de um termo proporcional ao
quadrado do escalar de Ricci foi motivada, na década de 80, para a construcao de modelos
inflacionarios (Starobinsky 1980).

A presenca de uma correcao ultravioleta modifica, de forma significativa, o perfil do po-
tencial V' (¢). Com esses termos, o campo ¢ tende a infinito no limite R — oo, diferentemente
dos modelos infravermelhos em que ele tende a zero. Por consequéncia, a perigosa proximi-
dade entre o valor do escalar de Ricci na solucao de vacuo e a singularidade nao mais existe.
Além disso, o valor do potencial também tende a infinito nesse mesmo limite, criando uma

barreira infinita que impede o alcance desse ponto singular.
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Figura 6.6: Potencial V(¢) previsto pelo modelo (6.3) acrescido da correcao R?/u, supondo o = 2,
n=1ep?!t=1x 10*5R51. A imposigdo Rp/p < « é necessaria para manter,

em concordancia com as observacoes, as previsoes desse modelo para nucleossintese,
Radiacao Cosmica de Fundo e formagao de estruturas. Fonte: Dev et al. (2008).

Além da introdugao de termos ultravioletas, tais como R?/u, existe uma outra maneira
de criar modelos f(R) livre do problema referente a existéncia de singularidades na evolucao
cosmologica. De acordo com Miranda et al. (2009b), existem modelos nao singulares, cujas
correcoes, na lagrangiana, sao subdominantes no limite R/ Ry > 1. Para evitar a existéncia
desse problema, ¢ indispensavel que a barreira do potencial V(¢), separando a solucao de
vacuo do ponto singular, tenha uma altura infinita.

Para compreender quais sao os vinculos, na forma funcional da lagrangiana, originados
dessa imposi¢ao, é conveniente examinar o potencial V' (R) no contexto das teorias escalar-
tensorial. Em particular, a moldura de Einstein ¢ adotada. Nela, o potencial Vg é igual

a

Ve(R) = %#R(]ii—;;;) . (6.15)

No limite ¢ — 1, o perfil desse potencial é semelhante ao previsto pela moldura de Jordan,

" sao abolidos.

simplificando a interpretacao dos resultados. Portanto, os superindices "~
Mediante a andlise da expressao (6.15), é possivel afirmar que existem duas maneiras de

satisfazer o limite limg_, o, Vi (R) — 00, nos casos em que o campo fr = 1+hpr assume apenas
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valores positivos. Por um lado, o termo Rhg pode obdecer o limite limg o (Rhgr) — o0.
Por outro lado, a func¢ao h(R) pode tender a infinito nesse mesmo limite. No primeiro caso,
por intermédio de ajuste de parametros, h4 uma consonancia entre o modelo f(R) proposto
e os vinculos (6.5), (6.6) e (6.7). No segundo, contudo, a propriedade (6.6) é violada.
De acordo com Miranda et al. (20095), mesmo uma alterac¢ao na lagrangiana, com relagao
a de Einstein-Hilbert, que nao tenda a uma constante no limite R — oo, pode ser subdo-
minantes nesse regime de alta curvatura. Conforme exemplificado nesse trabalho, é possivel
satisfazer o vinculo
lim @ — 0, (6.16)

R—o0

que define se um modelo é dotado ou nao de correcoes ultravioletas, mesmo no caso em que

h(R) — oo. Para exemplificar esse argumento, Miranda et al. (20090) consideram o exemplo

s = fi-[1+ ()] e

Nesse caso, a altura da barreira de potencial é diretamente proporcional ao valor do pa-
rametro 3. Além disso, é interessante notar que essa funcao generaliza uma série de modelos
analisados anteriormente nesta dissertacdo. Para § = —1, o modelo (2.52) é obtido. Ja
para 3 = 1, essa funcao equivale a o exemplo (6.2). Por tltimo, para § = 1len = 2o
modelo (6.2) é encontrado como caso particular. Logo, essa dissertagao espera demonstrar
que modelos f(R) contidos na forma generalizada pela fun¢ao (6.17) sdo promissores, ap-
tos a produzir uma evolugao cosmologica adequada, incluindo o espectro de poténcias, e a
concordar com os testes classicos da gravitacao. Por ultimo, também sera demonstrado que
o limite  — oo dessa expressao é capaz de solucionar o problema referente a singularidade

descrita por (Frolov 2008). Nesse limite, essa fungio tende a

f(R) = R—aRyn (1 + R%) . (6.18)

A funcao acima possui uma derivada fr estritamente positiva. A derivada primeira
pode adquirir valores negativos, mas esses intervalos instaveis nao sao acessiveis de forma

dindmica, num comportamento analogo ao obtido pelas expressdes (6.2) e (6.3). O vinculo
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(6.5) também é satisfeito, mas a propriedade (6.7) nao o é, necessariamente. De fato, nesse
exemplo, o melhor ajuste de parametros prevé fr ~ 7.5 x 107!, valor muito inferior ao
esperado pelos modelos (6.2) e (6.3).

A figura 6.7 apresenta o calculo do potencial V(x) para os modelos (6.2), (6.3) e (6.18).
Esse potencial também é obtido por meio de uma mudanga de varaveis na equagao (6.9).
A barreira infinita, exibida nessa figura, é uma tipica forma funcional apta a originar uma
evolugao cosmologica nao singular (Miranda et al. 2009b). Entretanto a presenga dessa bar-
reira, em modelos infravermelhos, os torna incompativeis com os testes classicos da gravitacao

(Thongkool, Sami, Gannouji & Jhingan 2009).
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Figura 6.7: Na figura acima, os potenciais V(x), com x = fr = ¢ + 1, previstos pelos modelos
(6.2), (6.3) e (6.18), sao expostos. A curva tracejada em vermelho equivale & previsao
do modelo (6.2), supondo n = 2 e a = 2. A curva tracejada em verde corresponde ao
potencial predito pelo modelo (6.3), pressupondo n = 2 e a = 1. Por dltimo, a curva
azul cheia indica o potencial obtido a partir do exemplo (6.18), considerando o = 1.
Fonte: Miranda et al. (20095).

Independente da validade das solucoes propostas para o problema referente a existéncia
de singularidades na evolugao cosmologica, uma critica pode ser formulada com relacao a
estimativa (6.14), pois esse resultado pressupoe a linearizacao das equagoes de campo. Logo,
o efeito camaleao nao é considerado e, conforme ja mencionado, ele tende a impedir o campo
¢ de alcancar a singularidade, segurando-o no minimo do potencial efetivo.

A compreensdo, nos casos em que os vinculos (6.5), (6.6) e (6.3) sdo satisfeitos, do papel

desempenhando pelo efeito camaleao pode ser elucidada. Para simplificar esse estudo, apenas
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a presenca de matéria nao relativistica é, de forma perturbativa, considerada. O traco das
equagoes de campo nesse caso é de forma aproximada, igual a

a(t)* (0R(6(7)) — K*0p(Z))

V2(7) = }

(6.19)

no limite R > Rj.

A demonstragao dessa equacdo é apresentada no capitulo (8). Os parametros dR e dp
representam perturbagoes com respeito a solucao de vacuo. De maneira analoga a discussao
exibida em Frolov (2008), uma distribui¢do de matéria esfericamente simétrica e espacial-
mente limitada é pressuposta. Como condicao de contorno no infinito, o campo ¢ obedece
a igualdade ¢ = ¢gs. Nas escalas em que o efeito Camaleao é atuante, o escalar de Ricci
é, de forma aproximada, igual a dR ~ k%*Jp e, assim, a expressao (6.19) tende a equacao
de Laplace. Essa afirmacao implica, em virtude das condi¢oes de contorno, a validade da
equacao ¢ =~ ¢qs em todo ponto, mesmo na presenca de matéria.

Em oposigao a Frolov (2008), defensor da irrelevancia dos efeitos nao lineares em regioes
com densidades de energia muito inferiores a encontrada em objetos compactos, Oyaizu et al.
(2008) demonstram que o efeito Camaledo é bastante atuante nas estruturas presentes em
escalas de distancia da ordem de grandeza de 1 x 10 Mpc. Por consequéncia, a validade
da equacao linearizada (6.13) é muito mais limitada do que incialmente considerado. Ao
invés de extrapola-la para ® ~ 4 x 1071, é necessario considerar apenas valores do potencial
newtoniano inferiores a intensidade média presente nessas perturbacoes.

Por fim, é importante ressaltar a importancia da analise da presenca de singularidades
na evolucao cosmologica, motivadora da inclusao de correcoes ultravioletas em modelos até
entao viaveis. No entanto, ainda nao é claro se uma singularidade no escalar de Ricci pode,
de fato, ser alcancada de forma dinamica, mesmo em exemplos dotados de uma barreira
de potencial finita, separando a solucao de vacuo do ponto singular. Em particular, nao é
evidente se o efeito camaleao é passivel de manter, para valores de densidade de energia da
ordem de grandeza do que a densidade critica do universo em z = 0, o campo suficiente
proximo do minimo desse potencial.

Uma maneira de testar as consequéncias do efeito camaledao consiste em parametrizar

o comportamento da variacao dR em funcao do fator dp. Para densidades de energia da
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ordem de grandeza da densidade critica do universo em z = 0, a desigualdade R < k2dp
é satisfeita. Todavia, para densidades muito maiores, a expressdo 0R ~ x2dp é valida. Por

conseguinte, a parametrizacao
SR = —K26p (1 — ae PCr/r0)) | (6.20)

deve ser apta a simular esse perfil. Os termos « e (3 sao adimensionais e o valor do parametro
po € da ordem de grandeza da densidade de energia de todas as componentes que constituem
o universo em z = 0,.

A solucdo da equagao (6.19), com dR descrito pela igualdade (6.20), em conjunto com
o vinculo |d¢max| < 1 — ¢qs, pode restringir os valores desses parametros. As simulagoes,
em contrapartida, fornecem os melhores ajustes da parametrizacao (6.20) para diferentes
modelos. Logo, é possivel determinar se as solugoes cosmologicas sao singulares, mesmo na
presenca do efeito camaleao, a partir do nivel de discrepancia existente entre os valores « e
B exigidos para satisfazer a desigualdade |§pmay| < 1 — ¢gg e para ajustar diferentes modelos

infravermelhos.



Capitulo 7

Existéncia de Estrelas Relativisticas

7.1 Introducao

Neste capitulo, a problematica relativa a existéncia de estrelas relativisticas, em teorias
f(R), é analisada. Essa primeira exposigao do problema nao abrange todo o desenvolvimento
existente na literatura. Assim sendo apenas os artigos referentes a descoberta da possivel
inexisténcia desses astros, além de algumas solugoes propostas, sao abordados nos paragrafos
posteriores.

Com o objetivo de utilizar alguns resultados apresentados em Kobayashi & Maeda (2008)
e em Kobayashi & Maeda (2009), as equagoes de campo com indices mistos sdo adotadas.
O elemento de linha (3.1), exibido no capitulo 3.1, é novamente postulado. A partir das
componentes (3.6), (3.7), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12), dos simbolos de Christoffel e
do tensor de Ricci, as equacoes de campo sao obtidas mediate uma manipulacao algébrica
elementar.

As expressoes

X (_1 + B(r) + di”) =~ = X*V(x) - B(r) {di + X (2 + 55 dB(T))} |

X (Frese)+ )~ evin - B0 (24 gy ) - ()
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equivalem as componentes 00 e 11 das equagoes de campo. Nelas, o campo x ¢é definido por

meio da formula x := fr. Além disso, o potencial, V(x), é determinado a partir da expressao

V(x) = i (RR() — F(RO))) - (7.3)

Em contrapartida, o traco das equagoes de campo é igual a

V,.V'x = B(r) [dQ_X L X <2 L1 daN@) L dB(r))]

dr? ~ dr \r 2N(r) dr 2B(r) dr
K20 dV(x)
= =T+ = . 7.4
3 + 3 dx (74)

Nessa equacao, a derivada

T IR0 - xR(0) (75)

é calculada por intermédio dessa igualdade.
Obtida as equagoes determinantes da dinamica dos campos N(r), B(r) e x, as condigoes

de contorno podem ser especificadas. Nas proximidades do centro da estrela, as expansoes

N(r) =1+ Nor* + O(r%) ,
B(r) =1+ Byr® + O(r") |

x(r) = xe (1+29%) +06),

2
plr) = pet+ 07 + 00
p(r) = pe+ 22+ 00 (7.6)

sao pressupostas. Os parametros x., p. € p. representam, respectivamente, os valores cen-

trais do campo escalar y, da densidade de energia de matéria nao relativistica e a pressao

isotropica. Por fim, o escalar de Ricci é igual a R = R, + O(r?), com R. = —6(By + Ny).
As variaveis, exibidas nas expansoes (7.6), nao sao totalmente independentes, pois estao

relacionadas pelas equagoes (7.1), (7.2) e (7.4). No centro da estrela, estas igualdades pre-
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véem as expressoes

2

3By = —po — xVi — 3cs (7.7)

Xe

(2
BQ + 2N2 = X_pc - XCV(XC) - 262 ) (78)

2 2x2dV
302 - " (_pc + 3p0> + Xe (X) (79)
SXC 3 dX X=Xc
A equacao

p2+N2 (pc+pc) =0 5 (710)

correspondente & conservagao do tensor energia-momento, correlaciona os parametros pa, No,
pe € pe. Essas relagoes permitem integrar as equagoes de campo desde r = 0 até o raio R
da estrela, dado os valores dos parametros p., p. € X.. Esse raio, por sua vez, é calculado
por intermédio da imposi¢ao p(R) = 0. Na regiao externa a estrela, essas equagoes também
admitem uma soluc¢ao que satisfaz a condigao de contorno x(r — 00) — Xeo-

Antes de apresentar os resultados numéricos, o comportamento qualitativo das solucoes
das equagoes de campo é examinado, para permitir a obtencao de uma intuigao fisica desse
sistema. Nesse estudo, a analogia com a equacao de movimento de uma particula sob as
leis da mecanica classica é, novamente, utilizada. A coordenada radial, nesse contexto, é
interpretada como um parametro temporal. Adicionalmente, o valor do campo equivale
a posicao desse ponto material. Desprezando, com o objetivo de simplificar a analise, os
campos N(r) e B(r) presentes, de forma explicita, na expressao (7.4), essa equagao dinamica

é suscetivel a ser, de maneira equivalente, reescrita na forma

Py, 2dy U
dr? = rdr dx

+ T, (7.11)
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com,

dU(x)  2x*dV(x)
= (7.12)

A fungao U(x) e a forga F, expostos nas igualdades acima, governam a dinamica da
particula classica. Enquanto, na cosmologia, a solucao de vacuo corresponde ao minimo
do potencial (6.9), nas solucoes estaticas e esfericamente simétricas, ela é alcangada no
ponto de méaximo local do potencial (7.12). De acordo com Kobayashi & Maeda (2008), o
perfil singular do potencial (7.12) e a proximidade entre os valores do campo x na solucao de
vacuo e na singularidade dificultam a formagao de estrelas relativisticas no modelo (6.3). Em
decorréncia das semelhancgas existentes entre o potencial predito por esse modelo e as formas
funcionais previstas pelas fungoes (6.2) e (6.4), os argumentos, discutidos nos paragrafos

subsequentes, também sao validos nesses casos.

091 A ]
g B
> 08¢ C 4/'\ ]
A2 0.7F ° 1
\ —
D o6

05— ‘ ‘ : : : :

12 ~10 -08 -06 -0.4 -0.2 0.0
x-1

Figura 7.1: Grafico, na regido estéavel (frr > 0), do potencial U(x) previsto pelo modelo (6.3),
considerando @« = 2, n = 1. O ponto B indica a singularidade R — oo e o ponto A
corresponde a um ponto de maximo local do potencial U(x), apto a gerar, na auséncia
da forca F, uma solucao do tipo Schwarzschild de Sitter. Por ultimo, o ponto C equivale
a um minimo local do potencial U(x). De acordo com Kobayashi & Maeda (2008) uma
solucao em que aparticula classica atravessa o ponto A, prosseguindo rumo ao ponto C,
é singular, pois gera uma divergéncia no escalar K := RO‘BV‘SROCBV(;.

Inicialmente, o valor do campo Y, no centro da estrela, esta situado entre os pontos A e
B, exibidos na figura 7.1. De acordo com a expansao (7.6), o valor central da derivada do
campo Y, com respeito a coordenada radial, é nulo. Portanto, a particula parte da posicao
X sem qualquer velocidade, o que torna seu movimento inicial completamente dependente
da forca resultante nesse ponto.

Por intermédio de uma anélise da figura 7.2, é possivel afirmar que a derivada do potencial

U(x) assume, entre os pontos A e B, valores negativos. Por consequéncia, o termo de
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Figura 7.2: Grafico ampliado do potencial U(x) previsto o modelo (6.3), supondo « =2, n=1. O
ponto B indica a singularidade R — oo e o ponto A corresponde a um maximo local
do potencial U(x), que é capaz de gerar uma solugéo do tipo Schwarzschild de Sitter.
A particula classica, no interior da estrela, escala a barreia de potencial com auxilio
da forca F. Fora da estrela, no entanto, a forca F cessa e, assim, o equilibrio entre a
energia cinética adquirida no interior da estrela e a diferenca de potencial da barreira
reminscente especificard o perfil da solugdo das equagdes de campo no limite r — oo.

forga, —dU(x)/dx impulsiona a particula em diregdo a singularidade. Em contraposicao,
nos casos em que a desigualdade p — 3p > 0 é, em todo volume estelar, satisfeita, a forca F
assume, exclusivamente, valores negativos, empurrando a particula rumo ao méaximo local
do potencial U(y).

A anélise subsequente pressupoe uma densidade de energia p(r) constante ao longo de
toda a estrela. Segundo Babichev & Langlois (2009a) e Babichev & Langlois (2009b), essa
hipotese implica a violagao da desigualdade p — 3p > 0, originando um efeito catastrofico
na dinamica do escalar de Ricci. A mudancga de sinal do traco do tensor energia-momento
obriga a forca F a impulsionar o campo x no sentido do ponto singular.

Nesse caso, o carater divergente da solucao das equagoes de campo é procedente da hipo-
tese p(r) = p. Vr < R, pois ela implica uma equagao de estado fisicamente inaceitavel. A
implementagao de perfis mais realisticos poderia resolver esse problema em principio. En-
tretanto, Kobayashi & Maeda (2008) descrevem singularidades presentes em estrelas que
respeitam o vinculo p(r) — 3p(r) > 0 Vr < R. Apesar da aparente distingao dos pro-
blemas relatados em Kobayashi & Maeda (2008) e em Babichev & Langlois (2009a), uma
discussao mais detalhada sobre a possibilidade dos resultados, relatados no segundo tra-
balho, demonstrarem que os problemas, descritos no primeiro, resultam do sinal do trago

do tensor energia-momento, é postergada. Anteriormente, é necessério exibir os resultados
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apresentados em Upadhye & Hu (2009).

Conforme mencionado, a dindmica do campo x(r) depende, de forma fundamental, do
valor do campo escolhido para a condicao de contorno no centro da estrela. Isto equivale a
enunciar, no contexto da analogia mecanica, a estrita dependéncia da particula pontual com
relacao a sua respectiva posicao inicial. O parametro x, é, portanto, definido como sendo
igual ao valor do campo Yy, pertencente ao intervalo compreendido entre os pontos A e B,
exibidos na figura 7.2, que soluciona a equacao (Kobayashi & Maeda 2008, Kobayashi &
Maeda 2009)

=0. (7.13)

Nos casos em que xs < X < 1, a particula cléssica inicia seu movimento rumo a singula-
ridade, conforme avanca a coordenada radial. O valor da forca F é, dessa forma, insuficiente
para permitir uma ascenc¢ao na barreira de potencial existente entre . e o ponto de maximo.
Como consequéncia, a solucao para o escalar de Ricci é singular. Em contrapartida, se a
variavel x. é inferior ao parametro ys, entao a forca F é dominante em r» = 0 e, por conse-
quéncia, a particula escala a barreira visualizada na figura 7.2. Na regiao r > R, a forca
F cessa e a interagao resultante passa a ser exercida pela derivada do potencial U(y), com
respeito ao campo escalar x.

Na regiao externa a estrela, trés situacoes distintas, para o movimento da particula
classica, sao possiveis. Em primeiro lugar, a energia cinética adquirida no interior da estrela
por intermédio do trabalho exercido pela forca F pode ser insuficiente para vencer a barreira
de potencial reminiscente fora da estrela. Nesse caso, a aproximag¢ao maxima do ponto
de maximo desse potencial é nao nula e a particula retorna, em seguida, em direcao a
singularidade. A solucao, nessa situacao, também é singular.

Em segundo lugar, a particula pode ganhar, no interior da estrela, uma quantidade de
energia cinética exatamente igual a diferenga de potencial existente na barreira a ser vencida
na regiao externa a estrela. Assim,, a particula tende ao méaximo do potencial U(x) no
limite r — oo e a condi¢do de contorno, x(r — 00) — X € satisfeita. A solugao é, por
consequéncia, nao singular.

Por ultimo, a particula pode obter uma quantidade de energia cinética superior a ne-
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cessaria para vencer a barreira de potencial existente na regiao externa a estrela. Nesse
caso, ela atravessa o ponto de maximo local do potencial V' (), conforme mostrado na figura
7.2. Essa é uma solucao singular, afirmacao demonstrada numericamente em Kobayashi &
Maeda (2008). A partir dessas consideragoes, é possivel concluir que, para uma determinada
condicao de contorno estabelecida no infinito, existe uma tinica solu¢ao nao singular.

O parametro Yeitico € igual, por definicao, ao valor do campo x, em r = 0, passivel de
originar uma solugao bem comportada. Também ¢é postulado, na anélise qualitativa que se
segue, a independéncia, no interior estelar, do tamanho R do raio da estrela e do perfil de
pressao p(r) com relagao a condi¢ao de contorno do campo x. Por um lado, nas circunstancias
em que a desigualdade x. < Xeitico € satisfeita, a forca resultante, no interior da estrela, é
superior ao caso em que a igualdade Y. = Xeritico € Valida, em virtude do menor moédulo da
derivada dU(x)/dx. Além disso, a barreira reminiscente na regiao externa a estrela é, nessa
situacao, inferior a obtida no caso X. = Xeitico- POr conseguinte, a energia cinética, adquirida
pela particula, é suficiente para atravessar o ponto de maximo local desse potencial.

Por outro lado, nos casos em que X. > Xeritico, & forca resultante, no interior da estrela,
e a barreira reminiscente, na regiao externa a estrela, sao, respectivamente, inferiores e
superiores aos valores dessas grandezas calculados no caso em que a igualdade x. = Xeritico €
satisfeita. Assim, a energia cinética auferida pela particula nao é suficiente para alcancar o
ponto de méaximo do potencial U(x). Ela, entdo, retorna a singularidade.

De acordo com Kobayashi & Maeda (2008), em estrelas dotadas de um campo gravitacio-
nal newtoniano superficial, ® = GM /R, muito intenso, o valor de Yeiico Necessario para a
obtencao de uma solugao assintotica do tipo de Sitter é maior que o parametro y,. Portanto,
todos os valores, inferiores a Y5, escolhidos para a condicao de contorno central produzem
uma solugdo em que a particula classica atravessa o ponto de méximo do potencial U(y).

Nesse caso hd uma singularidade no escalar K = R R, s para os modelos (6.17).
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Figura 7.3: De acordo com Kobayashi & Maeda (2008), em estrelas relativisticas é impossivel obter
solucbes em que o campo X, que representa a posicao da particula cldssica no contexto
da analogia mecanica, satisfaca a condi¢do de contorno x(r — o0) — Xoo. Nesse
caso, ou a particula classica passa pelo maximo do potencial U(x) com velociodade nao
nula, conforme visto na figura 7.3a, ou a particula ndo é capaz de vencer a barreira de
potencial, conforme visto na figura 7.3b.

Existe um ponto controverso, explorado em Upadhye & Hu (2009), na argumentacao
exibida anteriormente. Por continuidade, a obtencao tanto de condicoes de contorno em que
o ponto material ultrapassa o maximo do potencial U(x) quanto de um outro intervalo em
que essa particula nao atravessa esse ponto, implica a existéncia de um valor critico cuja
solugdo prevé a particula localizada nesse ponto de méximo no limite » — oo (Upadhye &
Hu 2009).

Corroborando esse fato, é importante ressaltar que, em contradicao a alegacao apresen-
tada em (Kobayashi & Maeda 2008), a satisfacdo da desigualdade x. > x, ndo é suficiente
para demonstrar a existéncia de uma solugao singular. Dado que a pressao p(r) é uma funcao
decrescente na coordenada radial, o modulo da forca F aumenta conforme a coordenada r
se afasta da origem. Logo, a forca resultante pode mudar de sinal no interior estelar, nao
s6 impedindo o alcance da singularidade, como também impulsionando a particula rumo ao
méaximo do potencial U(x).

Para evitar a existéncia de divergéncias nos casos em que x. > Xs, ¢ essencial manter a
particula préoxima da imobilidade, até que a pressao decaia de forma suficiente para permitir
o dominio da for¢a F, levando esse ponto material em dire¢ao ao méaximo do potencial, U(y).
Segundo Upadhye & Hu (2009), é possivel obter esse comportamento desde que a condi¢ao
de contorno satisfaga a desigualdade x. — xs < 1 x O(1075%). Nesse caso, a dinamica do

campo é, incialmente, dominada pelo termo de atrito presente na equagao de campo (7.11),
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pois o modulo da forca resultante é infimo no centro da estrela.
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7.2 Solucao Analitica

O requisito descrito no tltimo pardgrafo da secao anterior equivale a exigéncia para que
o efeito camaleao possa produzir uma solucao do tipo thin shell. De fato, a existéncia de
estrelas relativisticas estd intimamente associada a presenga do efeito camaleao (Upadhye &
Hu 2009). Para evidenciar essa relagdo, uma solugao analitica, demonstrada em Kobayashi
& Maeda (2008), para as equagoes de campo (7.1), (7.2) e (7.4) é exibida neste capitulo.
Nesse desenvolvimento, a obtencao de um limite maximo para o potencial newtoniano, fato
que fundamenta a conclusao relativa a nao existéncia de estrelas relativisticas, depende, de
forma inevitavel, da afirmacao referente & producao de solu¢oes do tipo Thick-Shell por esses
objetos.

A argumentacao analitica que se segue tem como regime de validade o limite r < 1.

Contudo, as hipoteses

B(r) —1]<1, |N(r)-1l<1, (7.14)
1 dB(r) . 1 dN(r) 1
’B(r) a | ST ’N(T)T g (7.15)

sao extrapoladas em seguida para todo o interior estelar. Além disto, o potencial U(y)
e a forca F sao aproximados, em toda a estrela, pelo valor dessas respectivas fungoes em
X = Xe. Por tltimo, a pressao é inicialmente ignorada no célculo do moédulo da forca F.

Nessas condigoes, o traco das equagoes de campo ¢é igual a

dy 2dy K? 2x2 dV
= — (—pe £ — . 1
dr? * rdr 3 (=pe) + 3 dx |, =, (7.16)

A constante de proporcionalidade, existente na relacao entre o escalar de Ricci e o trago
do tensor energia-momento, foi substituida por intermédio da formula x* = 87 G, véalida no
sistema de unidades em que ¢ = 1. A expressao

dxy  2Gp Gu

_ R/ 1
dr  3R3. T X T XeT g’ (7.17)

exibe a solugao da equagao (7.16) (Kobayashi & Maeda 2008). O parametro p é definido por
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meio da igualdade

) R?. (7.18)

3 4rG dy
A equacao
dB 2x3d 1
o) (_2edV) o 16nGp (7.19)
dr x(r) 3 dx |-, 3

corresponde a aproximagao da equag¢do de campo (7.1), no limite de validade das hipoteses
(7.14) e (7.15). Além disso, a constante x?V(x.) foi desprezada nessa igualdade. A partir
da substituicao do campo x pelo seu valor expresso em (7.17), da posterior integragao da

equagao (7.19) e da utilizacao da aproximagao In(1 + z) ~ z, a igualdade

_2Gr* (M —p/3)
Xe R

B(r)=1 (7.20)
é obtida. Nessa formula, o parametro M equivale a massa da estrela sendo, portanto, igual
a M = 47p,R?/3 (Kobayashi & Maeda 2008).

Na regiao externa a estrela, as hipoteses (7.14) e (7.15), referentes ao comportamento
do potenciais B(r), dB(r)/dr e dN(r)/dr, continuam validas. Todavia, a forma funcional
do potencial N(r) é ajustada pela fungao constante N(r) = N, # 1. Nesse caso, potencial
U(x) é aproximado pela expressiao

2y dV N

2Xmax AV
3 dy -

(X - Xmax) (721)
3 dX2 X=Xmax

no limite x ~ xi1. Nessa igualdade, o paramatro A é definido por intermédio da equacao
AL = (2Xnan/3) PV /dX [y =ymax (Kobayashi & Maeda 2008).

Mediante a manutencao das hipoteses (7.14) e (7.15), o trago (7.4) das equacoes de campo
equivale a igualdade

d2X gd_X _ X — Xmax

A — .22
dr?  rdr )\i (7.22)
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Por consequéncia, o campo y é igual a

o (r=R) /Ay

X = Xmax T C , . (723)

As solugoes (7.17) e (7.23) precisam ser compatibilizadas na fronteira r = R, a partir da
exigéncia de continuidade dessas funcgoes e das respectivas derivadas primeira, com respeito

a coordenada radial. Esses vinculos implicam o sistema

C 2G
~ — Sl 24
=3 (7.24)
Gu
= vy + 2 2
Xe = Xmax + 5 (7.25)

de equagoes, que permite calcular a constante C, presente em (7.23), e a condigao de contorno
no infinito para o campo x. A validade da desigualdade A\, ~ O(Ae_ﬂlm) > R permite o
desprezo do primeiro termo presente no lado direito da equagao (7.24). Nessa estimativa,
o parametro Aeg equivale a Aoz = Rqs/4 por definigdo. A partir dessa definigao, é possivel

demonstrar a expressao A\~2 ~ A.g, conforme verificado na equacao

2x% 2V dy\ ™

A= ~v(2) — R ~ Ry~ Ras ~ A . (7.26)

3 dX X=Xmax dr X=Xmax

Fora da estrela, os campos
2G (M — /3
B(r)=1- (M = p/3) (7.27)
XcT

2G (M 3

N(r) = N, [1 - 261 Xt“/ ) (7.28)

sao avaliados por intermédio da resolucao das equagoes de campo (7.1) e (7.2). Novamente,
é necessario compatibilizar os resultados obtidos no interior e no exterior estelar. A partir

dessas expressoes, é possivel calcular diretamente o valor do parametro p6s newtoniano



CAPITULO 7. EXISTENCIA DE ESTRELAS RELATIVISTICAS 118
(PPN) ~, definido por meio da razao v := (B(r) — 1)/(N(r) — 1). Ele é igual a

_3M —p

e 7.29
LTy (7.29)

Neste capitulo, o potencial newtoniano ®(r) é definido com o objetivo de permitir que
as diferentes componentes da métrica possam ser reescritas numa forma funcional andloga a

obtida pela teoria da Relatividade Geral. Assim, por intermédio da expressao

P(r) = ng , (7.30)

os campos N(r) e B(r) passam a ser, respectivamente, iguais a N(r) = 1 — 2®(r) e a
B(r) = (1 —2®(r))~'. Nos calculos que se seguem, apenas o potencial newtoniano super-
ficial é utilizado. Por simplicidade de notacao, esse nimero também é nomeado ®. Por

consequéncia, é possivel reescrever a equacao (7.17) na forma

Xe = Xmax P 3:“
A — - | =" ) . 7.31
Xe 4 <3M + M) (731)

Conforme discutido no capitulo 3.3, a relacao A < ® é um requisito necessario para a
existéncia de solugoes do tipo thin shell. A partir de uma andlise da igualdade (7.31), é
possivel concluir que essa desigualdade é satisfeita se, e somente, se u << M. Em contrapar-
tida, essa expressdo ¢ valida desde que a equagdo 47Gp. = x3dV (x)/dx|y=y. seja acatada.
Nas situagoes em que p ~ M, a solugao obtida ¢ do tipo thick shell e, consequentemente, o
parametro PPN v é igual a v = —1/2.

O argumento central, que embasa a conclusao a respeito da inexisténcia de estrelas rela-
tivisticas em teorias f(R), consiste, de acordo com Kobayashi & Maeda (2008), na impossi-
bilidade desses objetos produzirem solucoes do tipo thin shell. Essa afirmacgao torna possivel

a obtencao do limite superior

W

D < P = = (1 — Xmax) ~ 3 x 1071 (7.32)

3
para o valor do potencial newtoniano superficial permitido pelo modelo (6.3), a partir da

equagao (7.31) e do vinculo x. < 1. Logo, estrelas dotadas de potenciais superiores a
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esse valor nao existem. No entanto, objetos compactos, dotados de potenciais newtonianos

superficiais superiores a esse limite, sao observados na natureza.
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7.3 Solucoes Numéricas

Esta secao apresenta diferentes solucoes numeéricas para exemplificar a nao existéncia de
estrelas relativisticas, contidas em Kobayashi & Maeda (2008). O método numérico utilizado
é intitulado Shooting Method, pois ele consiste em testar, de forma aleatoria, valores para a
condicao de contorno central do campo y, com o objetivo de encontrar o valor, Xcritico, da
condicao de contorno no infinito dentro do erro numeérico pressuposto.

Nas simulagbes apresentadas em Kobayashi & Maeda (2008), a densidade de energia no
interior de uma estrela satisfaz a igualdade 47Gp. = (1 X 10%)Aeg, com Aeg = Ry /4. Esse
é¢ um valor irrealista, pois uma densidade de energia da ordem de grandeza de 1 g/cmg,
tipica de uma estrela ndo relativistica, é cerca de 1 x 10*° vezes superior ao valor da densi-
dade de energia associada a constante cosmologica. Para produzir um potencial newtoniano
superficial adequado, essas estrelas simuladas tém raios imensos, da ordem de megaparsec,
comparados com tamanhos fisicamente plausiveis.

Apesar do valor selecionado para a densidade de energia das estrelas simuladas parecer
absurdo, ele permite a integracao numérica das equagoes de campo e, além disso, nao in-
terfere na fisica inerente a analise, dependente apenas do valor do potencial newtoniano.
Os parametros n e «, presentes no modelo (6.3), sdo iguais a n = 1 e a a = 2.088 nessas
simulagoes. Nesse caso particular, o valor ymax, que maximiza o potencial U(x), é igual a
X = 9.228 x 107!, Vale ressaltar a ndo compatibilidade dessa escolha de parametros com
os testes classicos da gravitacao, pois o efeito camaleao inexiste, mesmo em estrelas nao
relativisticas, conforme serd demonstrado (Upadhye & Hu 2009).

Na figura 7.4, o perfil de pressao no interior estelar, como funcao da coordenada radial,
é exibido. Os valores centrais da pressao e do escalar de Ricci sao, respectivamente, iguais a
pe=5x%x10"3p. e a R, = 3.462 x 107% x 87Gp.. Conforme mencionado, o raio R é definido
como o valor da coordenada radial que anula a pressao p(r).

Na imagem 7.5, os perfis numéricos dos campos N(r) e B(r) sdo expostos. Na regiao
aproximadamente contida no intervalo 1 < r/R < 1x 102, ambos os campos listados decaem
com o crescimento da coordenada radial (N(r) ~ 1/r e B(r) ~ 1/r). Em contrapartida, na
zona r/R > 1 x 10%, as componentes da métrica podem ser bem aproximadas pela forma

funcional existente num espago-tempo de de Sitter ( N(r) ~ 72 e B(r) ~ r?). Por tltimo,
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Figura 7.4: Na figura acima, o perfil, previsto pelo modelo (6.3), da pressdo, p(r), como funcao
da razao r/R é exposto, considerando n = 1 e a = 2.088. A densidade de energia e
a pressdo centrais sao, respectivamente, iguais a p. = (1 x 109)(47G) ' Aeg € a pe =
5x1072p,, com p. = po. Ja o valor do escalar de Ricci, no centro da estrela, parametro
definidor do valor central do campo escalar , ¢ igual a R. = (3.462 x 107%)(87Gp..).
Fonte: Kobayashi & Maeda (2008)

o grafico (7.6) apresenta o perfil assintotico do campo x, que tende, no infinito, a um valor
constante, em concordancia com as condi¢oes de contorno estipuladas.

Nos exemplos numéricos apresentados nas figuras 7.4, 7.5 e 7.6, o potencial newtoniano
¢ igual a ® = 6.687 x 1072 segundo Kobayashi & Maeda (2008). Esse é um valor muito
inferior ao limite superior, denominado ®,,,,, do potencial newtoniano superficial. Nesses
casos, o comportamento dos campos N(7) e B(r) pode ser numericamente ajustado por meio

de quatro parametros, intitulados c;, co, c3 ecy, conforme visto a seguir:

R
N(r) = Ns <1 —20 - %AQHTQ) , (7.33)
B(r)y=1- 263E — %Aegr2 i (7.34)
r

O melhor acordo, para o caso descrito no grafico (7.6), ocorre quando esses parametros sao
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Figura 7.5: No grafico acima, os campos B(r) e N(r), numericamente previstos pelo modelo (6.3),
sao exibidos, presumindo n = 1 e a = 2.088. A densidade de energia e a pressao
centrais sdo, respectivamente, iguais a p. = (1 x 10%)(47G) 1 Aeg e a p. = 5 x 1072 p,..
Adicionalmente, o escalar de Ricci no centro da estrela, pardmetro definidor do valor
central do campo escalar x, é igual a R. = (3.462 x 107%)(87Gp.). Fonte: Kobayashi
& Maeda (2008).

iguais a (Kobayashi & Maeda 2008)

Ny =1.332, ¢ =8.716 x 1072,
Co =9.9973 x 1071, 3 =4.747 x 1072,

cy = 9.9993 x 107! . (7.35)

A razdo c3/cy, equivalente ao parametro PPN 7, é igual a c3/c; &~ 5 x 1071, 0 que demonstra
a nao atuagao do efeito Camaledo. A razao cs/cy &~ 1 prova, por sua vez, a existéncia de um
perfil assintotico analogo a solucao de de Sitter.

As simulagoes afirmam, claramente, que a existéncia de estrelas nao relativisticas é pre-
vista pelo modelo (6.3). No entanto, no casos em que os parametros p., p. € R. sdo iguais a
pe = (1 x 109)(47G) " Aegr, a p. = 1 x 107 p, e a R. = (7 x 1071)(87Gp,), a tinica solucao
nao singular, no interior estelar, nao se comporta, assintoticamente, como uma métrica do
tipo de Sitter (Kobayashi & Maeda 2008). Nessa situacdo, a particula classica, no contexto

da analgia mecanica, atravessa o maximo do potencial —V'(x) com energia cinética nao nula.
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Figura 7.6: Naimagem acima, o campo Y e o escalar de Ricci, previstos numericamente pelo modelo
(6.3), sao apresentados, supondon = 1 e a = 2.088. A densidade de energia e a pressao

centrais sao, respectivamente, iguais a p.

(1 x 109)(47G) Ao € @ p. = 5 x 102 p,..

Além disso, o escalar de Ricci no centro da estrela, parametro definidor do valor central
do campo escalar y, ¢ igual a R, = (3.462 x 107)(87Gp..). Fonte: Kobayashi & Maeda

(2008).

Além disso, o escalar K = R*’° R, 5.5 diverge no limite r — oo (Kobayashi & Maeda 2008).

O valor do potencial newtoniano, para essa escolha particular de parametros, é igual a

d ~ 1.203 x 1071

A obtencao de valores para o potencial newtoniano maiores que ® = 1.203 x 107!, por

meio de um ajuste das condi¢oes de contorno, origina, segundo Kobayashi & Maeda (2008),

solugoes rapidamente divergentes. Nesse caso, ou a particula pontual nao consegue alcancar

o topo do potencial U(x), retornando, em seguida, em dire¢ao a singularidade, ou entao a

particula ja inicia seu movimento rumo a divergéncia do escalar de Ricci.
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Figura 7.7: Na figura acima, a diferenca x —x1, com X1 = Xoo, prevista numericamente pelo modelo
(6.3), é apresentada, considerandon = 1 e a = 2.088. A densidade de energia e a pressao
centrais sdo, respectivamente, iguais a p. = (1 x 109)(47G) ' Aegr e a p. = (1 x 107 1) p,..
Adicionalmente, o valor do escalar de Ricci no centro da estrela, parametro definidor do
valor central do campo escalar, é igual a R. = (7 x 1071)(87Gp.). Fonte: Kobayashi &
Maeda (2008).
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7.4 Solucoes

As escolhas de parametros apresentadas na secao anterior visam a satisfacao do requisito
indispensavel para a obtencao de uma solucao do tipo thin shell. O fracasso desse em-
preendimento motivou Kobayashi & Maeda (2008) a postularem a inexisténcia desse tipo de
dinamica em estrelas relativisticas, hipotese bésica nos argumentos analiticos apresentados
neste capitulo. Entretanto, o valor da expressao 47G(p. — 3p.) — x*dV (x)/dx|y-x., necessé-
rio para encontrar solugoes compativeis com o efeito camaleao, é da ordem de grandeza de
1x107°° (Upadhye & Hu 2009). Aparentemente, as simulagoes exibidas Kobayashi & Maeda
(2008) nao continham uma precisdo dessa magnitude.

Antes de analisar, com maior profundidade, os argumentos expostos em Upadhye & Hu
(2009), este capitulo ira discutir outras considera¢oes propostas anteriormente a publicagao
desse trabalho. A primeira delas, apresentada em Dev et al. (2008), consiste na introdu¢ao
de parametros, na lagrangiana, dominantes no limite R — co. A mais elementar e bem
motivada correcao ultravioleta é, conforme discutido no capitulo 6, proporcional ao quadrado
do escalar de Ricci.

A presenca do termo R*/u desloca a singularidade do ponto que maximiza o potencial
U(x). Nesse caso, o limite R — oo corresponde a Y — 0o0. Portanto, o potencial, mais suave,
afasta o parametro y, para valores elevados do campo x. Corroborando essa afirmacao,
Kobayashi & Maeda (2009) demonstram que, em principio, a presen¢a de uma corre¢ao
ultravioleta resolve o problema apontado em Kobayashi & Maeda (2008), conforme visto no
grafico (7.8).

No entanto, é necessario pressupor um parametro g enorme, comparado a Ry, para
obstruir a influéncia dessas correcoes ultravioletas nas previsoes para formacao de estruturas,
durante a fase dominada pela matéria nao relativistica, e na fisica da Radiacao Cosmica de
Fundo. Para satisfazer os modelos inflacionarios, desenvolvidos em Starobinsky (1980), é
indispensavel selecionar valores da ordem de grandeza do escalar de Ricci na época em que
a inflacao ocorreu.

A exigéncia de uma constante de acoplamento, que obedeca a desigualdade € := Ry/u <
1, é problematica segundo Kobayashi & Maeda (2009). Para esses autores, a existéncia de

objetos compactos é compativel com um intervalo de valores para o parametro € limitado
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Figura 7.8: Na figura acima, o perfil do campo escalar x, previsto o modelo (6.3) acrescido da cor-
recio R?/pu, é apresentado, conjecturando distintos valores do parametro € := Rg/pu.
Os valores pressupostos para os termos n e «a sao iguais an = 1 e a = 2.088. Adi-
cionalmente, a densidade de energia e a pressdo centrais sdo, respectivamente, iguais a
pe = (1x109)(47G) L Aot € @ pe = (3 X 1071)p.. Fonte: Kobayashi & Maeda (2009).

inferiormente. Abaixo desse limite, estrelas relativisticas passam a nao mais existir na teoria.
Esse limiar é, contudo, incompativel com os vinculos necessarios para que tornar a correcao
ultravioleta relevante apenas no processo inflacionario (Kobayashi & Maeda 2008). De acordo
com a figura 7.10, nao é possivel encontrar um solucao nao singular, estatica e esfericamente
simétrica para € ~ 1 x 10719,

No entanto, uma propriedade poderia, em principio, viabilizar uma corregao ultravioleta
restrita a época inflacionéria. O gréafico 7.11 demonstra uma relacao existente entre o menor
valor do parametro € compativel com a existéncia de estrelas relativisticas e a densidade de
energia estelar utilizada nas simulagdes. Apesar da impossibilidade de reproduzir, numerica-
mente, estrelas realisticas, a figura 7.11 permite ajustar essa dependéncia. O resultado desse

procedimento é expresso na equacao

R
Emin ~ 1 x 1072 ( = Cgpg) : (7.36)

em que pg = p.. A extrapolacao dessa expressao para densidades de energia de objetos
compactos, da ordem de grandeza de 1 x 10 g/cm3, possibilita estimar o valor limitrofe

do parametro €. Como consequéncia, é possivel afirmar que o parametro p deve assumir
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Figura 7.9: Na figura acima, é apresentado o comportamento dos campos N(r) e B(r) previsto
pelo modelo (6.3) acrescido do termo R?/u. Os parametros utilizados sdo: n = 1,
a = 2088 ee:= Ry/pu=5x 1072 A densidade de energia e a pressio centrais sio,
respectivamente, iguais a p. = (1 x 10%)(47G) 1A e a pe = (3 x 1071)p.. As linhas
continuas e pontilhadas representam, respectivamente, as solucoes na regiao interna e
externa a estrela . Fonte:Kobayashi & Maeda (2009).

valores inferiores a 1 x 10712 GeV. Contudo, esse ¢ um ntimero incompativel com as escalas
de energia caracteristicas da inflacao.

Uma outra proposta, passsivel de resolver o problema referente & inexisténcia de estrelas
relativisticas, foi conjecturada em Miranda et al. (2009b). Ela consiste na elaboragio de
modelos sem corregoes ultravioletas, mas dotados de um potencial V(x) que satisfaga o
limite lim,_,o V(x) — oo. O modelo (6.18) é um exemplo cujo potencial respeita esse
limite. A presenca de uma barreira infinita afasta a singularidade, localizada em xy = 1, do
ponto correspondente & solucao do tipo de Sitter. Por ser mais suave, o potencial possibilita
a obtengao numérica de estrelas relativisticas, conforme exibido na figura (7.12) .

Além das possibilidades mencionadas, Babichev & Langlois (2009a) e Babichev & Lan-
glois (2009b) argumetam que a modelagem de estrelas relativisticas por meio de uma den-
sidade de energia constante implica a violacdo do requisito p — 3p > 0. Apesar da validade
desse argumento, o limite superior imposto, nesses trabalhos, ao valor do potencial newto-
niano ¢ mais elevado, em comparacao aos vinculos obtidos, numericamente, em Kobayashi
& Maeda (2008) e em Kobayashi & Maeda (2009).

Por ultimo, Upadhye & Hu (2009) refuta a inexisténcia de estrelas relativisticas em
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Figura 7.10: Na figura acima, o perfil do escalar de Ricci, previsto pelo modelo (6.3) acrescido do
termo R2/p, ¢ apresentado. Os parametros utilizados sdo: n = 1, a = 2.088 e € :=
Ro/p =5 x 1071% A densidade de energia e a pressdo centrais sio, respectivamente,
iguais a p. = (1 x 109)(47G) " 'Aegr e a p. = 3 x 10~ p.. A linha vermelha representa a
solucio divergente, obtida pressupondo R. = (1.85 x 1071)(87Gp). Em contrapartida,
as linhas azuis, tanto cheia quanto pontilhada, indicam uma solucao divergente no
limite » — oo. Nela, o valor central do escalar de Ricci é igual a R. = (1.84 x
1071)(87Gp.) . Fonte: Kobayashi & Maeda (2009).

teorias f(R) dotadas de um potencial singular, como no caso dos modelos (6.2), (6.3) e
(6.4). Presumindo um perfil de pressao, p(r), decrescente na coordenada radial, o modulo
da forca F o p(r) — 3p(r) aumenta e modulo conforme o valor do parametro r se afasta
da origem. Assim sendo, é possivel encontrar solugoes bem comportadas, caso a diferenca
Xe — Xs, satisfaca a relacio x. — xs ~ O(107°°). A primeira vista, essa equacdo pode induzir
a conclusao de que esse enorme ajuste fino torna essa solucao nao singular instavel sob
pequenas pertubacgoes.

A figura 7.13 apresenta uma solugdo nao singular, obtida por Upadhye & Hu (2009),
prevista pelo modelo (6.3). Mesmo presumindo a equagdao de estado p. = 1 x 107 p,, o
campo Y se mantém a uma distancia finita da singularidade, apesar da incrivel proximidade
desse ponto singular com o valor do campo no interior da estrela.

A obtencao desse perfil nao singular pode ser compreendida por intermédio do mecanismo
de camaleao. Para as condigoes de contorno estipuladas, a forca efetiva imposta a particula
classica, no contexto da analogia mecanica, tem um modulo aproximadamente nulo. Nesse

caso, a dindmica do campo é dominada pelo termo de atrito, presente na equagao (7.11),
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Figura 7.11: Na figura acima, o valor minimo do parametro € é exibido como fun¢do da densidade
de energia, p., utilizada na integracao numérica das equagoes de campo, considerando
equacdes de estado relativisticas e o modelo (6.3), acrescido da correcio R%/u. De
acordo com Kobayashi & Maeda (2009), ha objetos compactos apenas para valores,
desse fator, superiores a um limite minimo. Fonte: Kobayashi & Maeda (2009).

impedindo-o de alcancar a singularidade. A medida que a pressao diminui, a forca F au-
menta. Apo6s um determinado valor critico da coordenada radial, definidor do inicio da regiao
denominada Thin Shell, a particula passa a ser impulsionada para longe do ponto x = 1.
Essa mudanca de sentido da forca resultante é verificada no gréfico 7.14.

Um outro ponto relevante esta relacionado com o comportamento do potencial newto-
niano. Conforme mencionado, ele permite que os campos B(r) e N(r) possam ser reescritos
na mesma forma funcional dos elementos de uma meétrica de Schwarzschild. Além disso,
também é imposto, por intermédio de uma redefinicao do parametro de massa, a igualdade
O(r) = GMeg/r, expressao que é andloga a prevista pela mecénica newtoniana. Nesse caso,

a massa efetiva é igual a (Upadhye & Hu 2009)

R3r28Veﬁ
My = — | 22Vl
fr /0 2G 9g

_ /0 [471'7“2 (o(r) — 3p()) + = 29T g (7.37)

por definicao. No limite em que a derivada do potencial € muito menor que o termo propor-
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Figura 7.12: Na figura acima, o perfil do campo Y, previsto pelo modelo (6.18), é apresentado,
supondo a = 1.2 e R, variando de 1 x 1078 Ry até 4 x 1078Ry. A seta aponta para
uma solucao que é, assintoticamente, de Sitter, satisfazendo, assim, a condicao de
contorno lim,_, X — Xoo = constante. Fonte: Miranda et al. (2009b)

cional a (p(r) — 3p(r)), a massa efetiva tende a

Misnear = / 4mr (p(r) — 3p(r)) dr | (7.38)

Essa definicao coincide com a expressao prevista pela Relatividade Geral para massa estelar,
sob as mesmas imposi¢oes descritas nos paragrafos anteriores.

De acordo com a figura 7.15, a razao entre a massa efetiva e a massa linear é igual
a Meog/Minear = 1, para pequenos valores do potencial newtoniano. Todavia, no dominio
® ~ 1 x 1072, a razao M.g/Miinear passa a decrescer como fungao desse potencial, podendo
alcancar valores significativamente menores que 1. Logo, quanto mais relativistica é a estrela,
menor é a parcela desse objeto que contribui para o aumento do potencial newtoniano, em
comparacgao com a previsao da Relatividade Geral. Esse potencial, portanto, atinge um valor
méximo no ponto em que p(r) — 3p(r) = 0. No intervalo negativo de valores do trago do
tensor energia-momento, ele diminui até se estabilizar numa constante (Upadhye & Hu 2009).

Mediante a utilizacao de equagoes de estado mais realistas, que mantém positivo o trago
do tensor energia-momento, é possivel manter o crescimento do potencial newtoniano conti-
nue sem, no entanto, invalidar a conclusao de que a massa efetiva é cada vez menor, quando

comparada a prevista pela teoria da Relatividade Geral. Certamente, a utilizagao desse tipo
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Figura 7.13: Na figura acima, o valor do campo ¢(r) := x(r), previsto pelo modelo (6.3), é apesen-
tado, considerando n = 1, a = 2.08849, p. = 1 X 102,0/\eff e duas equagoes de estado
distintas. Na curva em vermelho, a igualdade p. = 1 x 1072p,. é postulada, enquanto na
curva em azul é utiliza a equacdo de estado central p. = 1 x 107! p.. Para a condicdo de
contorno proposta por Upadhye & Hu (2009), estrelas relativisticas existem e o campo
X nao diverge, mesmo considerando a extrema proximidade desse campo escalar com
a singularidade, localizada em x = 1, ao longo de todo interior estelar. O mecanismo,

passivel de impedir a presenga de divergéncias, é o efeito de camaledo. Fonte: Upadhye
& Hu (2009).

de equacao de estado evitaria o uso de uma condigao de contorno Y. inferior ao valor onde
se localiza o maximo do potencial U(x).

Por fim, é necessario entender porque Upadhye & Hu (2009) foram capazes de encontrar
solugoes nao singulares apenas quando consideraram uma precisao numérica muito alta.
Esse fato foi determinante para que Kobayashi & Maeda (2008), de maneira equivocada,
concluissem que objetos compactos nao existem em modelos f(R) considerados viaveis.

Em primeiro lugar, o valor do campo Y, no interior de um objeto compacto com densidade
de ordem de grandeza de 1 x 10" g/cm®, é, de modo aproximado, igual a 1 — O(1072'7)
(Upadhye & Hu 2009). Para demonstrar essa estimativa, é necessario pressupor a relagao
R ~ rK?p, vélida face a presenca do efeito camaledo, e calcular o valor, nesse ponto, da
derivada fg.

Em segundo lugar, o comprimento compton no interior da estrela, calculado por meio da
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Figura 7.14: Na figura acima, o valor da derivada do campo ¢(r) := x(r) como fun¢do do raio
r previsto pelo modelo (6.3), pressupondo n = 1, @ = 2.088, p. = 1 x 1021)/\95 e
duas equagoes de estado distintas, é apresentado. Na curva em vermelho, a igualdade
pe = 1 x 1072p, é postulada, enquanto na curva em azul é utilizada a equacio p. =
1 x 107 'p.. Além disto, curvas continuas e espessas significam valores positivos da
derivadas e curvas continuas e finas indicam valores negativos da derivada do campo
x(r). Apesar do for¢a F o p(r)—3p(r) ser inicialmente inferior & derivada do potencial,
o que implica valores positivos para a derivada do campo escalar, a diminuicao da

pressao inverte essa relacdo e o campo passa a se afastar da singularidade. Fonte:
Upadhye & Hu (2009) .

definigao (3.47), é, no modelo (6.3), descrito pela expressao (Upadhye & Hu 2009)

2n+2

6an(n+1) (1 — x| 2
A, R . 7.39
" \/ () (7.39)

Esse comprimento ¢ da ordem de grandeza de (1 — x)¥%/\/Ry ~ 1 x 107 c¢m, supondo

n~1e a~ 1. Logo, para simular o efeito camaleao, a discretizacao na coordenada radial
nao deve permitir saltos superiores a esse valor.

Finalmente, a diferenca, existente no centro da estrela, y.— xs, cresce de modo proporcio-
nal a e”/Mr /7. Por meio da substitui¢ao do valor obtido para o comprimento compton, uma
instabilidade excepcionalmente intensa é demonstrada, o que invibializa qualquer tratamento
numérico.

Mesmo considerando os pequenos valores utilizados, nas simulacoes descritas em Kobaya-

shi & Maeda (2008), Kobayashi & Maeda (2009) e Upadhye & Hu (2009), para a densidade
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Figura 7.15: Na figura acima, A razao entre Mycreen := Mest € Miinear € apresentada, presumindo o

modelo (6.3), para diferentes valores de pardmetros. A curva vermelha corresponde a
n=1eaa=2088 ¢ a curva azul, por sua vez, considera n = 1 e o = 1.5033 x 10
Por ltimo o fator x1 é definida como a razdo entre o valor do escalar de Ricci que
maximiza o potencial U(x) e o parametro Ry. Fonte: Upadhye & Hu (2009) .

de energia estelar, o comprimento compton é pequeno o suficiente para exigir um ajuste
consideravel da condi¢ao de contorno. Para que o campo nao varie, no intervalor [0, R /2],
de forma significativa, ¢ indispensével obedecer o vinculo x. — xs ~ 1 x 107% (Upadhye &
Hu 2009).

Para demonstrar que, no interior da estrela, desvios do campo, com relacao a x,, aumen-
tam de maneira exponencial na coordenada radial, é necessério analisar a equacao (7.11) nas
vizinhancas do ponto xs, conforme mostrado a seguir:

&°x
dr?

dU

1dx _oav
dx

rdr

+F. (7.40)

Xs+0X

Xs+Ox Xs+0X

O potencial U(x) é, em primeira ordem na expansao em série de Taylor, igual a

dU(x) dU(x) d*U(x)

= + ox + (9((5)()2
dX Xst+0x dX Xs dX2 Xs
— d[fl;’() —m25x + O(0x)?, (7.41)
Xs
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Figura 7.16: Na figura acima, o potencial newtoniano (curva vermelha continua) e a diferenca entre
o valor central e assintético do campo ¢ = x sdo apresentados como funcado da razao
De/ pe- Note que mesmo nos casos em que o traco do tensor energia momento assume, no
centro da estrela, valores negativos, é possivel obter solugoes nao singulares, resultado
esse em contradi¢ao com as previsoes contidas em Babichev & Langlois (2009a) e em
Babichev & Langlois (20096). Fonte: Upadhye & Hu (2009) .

em que
d*U(x)
2
Mediante a substituicdo da expansao (7.41) na equacao de campo (3.73), a igualdade
d*x Ldy 2
— -—— = ) 7.43
dr? o T dr 5x Muox ( )
é obtida. A solucao,
€+mUr e—mU’r
ox(r) = 0x(0) {Cl — +C— } , (7.44)

dessa equacao ¢ proporcional a uma funcao exponencial crescente, somada a uma funcao
exponencial decrescente na coordenada radial (Upadhye & Hu 2009, Thongkool, Sami &
Choudhury 2009).

Conforme mencionado, a expressao (7.44) demonstra a necessidade de um ajuste fino
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no valor do campo escalar x, para possibilitar a integracao das equacoes de campo, no
caso de estrelas relativisticas. Esse fato é, particularmente, probleméatico no método de
integracao utilizado em Kobayashi & Maeda (2008), porque o Shooting Method consiste em
tentar adivinhar, de maneira aleatoria, o valor da condicao de contorno indispensavel para
a obtencao de uma solucao nao singular.

A adigdo da corre¢ao R?/p permite & obtengao de solugoes em Kobayashi & Maeda (2009),
apesar da baixa precisao numeérica, pois a presenca desse termo diminui o valor da massa
m# (Thongkool, Sami & Choudhury 2009). Nesse caso, o ajuste nas condigdes de contorno é
menos critico. Entretanto, conforme o parametro € = Ry/p diminui, a massa volta a crescer
e a partir de um determinado ponto, Kobayashi & Maeda (2008) ndo conseguem reaver
solugoes nao singulares.

Por tltimo, Thongkool, Sami & Choudhury (2009) argumentam que a necessidade de
ajuste fino na condicao de contorno, para permitir a obtencao de uma solucao numeérica
das equagoes de campo (7.1), (7.2) e (7.4) sem a presenca de singularidades, implica a
instabilidade de estrelas relativisticas em teorias f(R). Contudo, uma andlise da estabilidade
de uma determinada solucao deve ser feita a partir do estudo das condi¢oes iniciais e nao
das condi¢oes de contorno. Por intermédio desse procedimento, Seifert & Wald (2007) e
Seifert (2007) demonstram que, em modelos f(R) cuja derivada segunda frp é uma funcao
estritamente positiva, as solugoes esfericamente simétricas e estaticas sao estaveis.

Em resumo, este capitulo analisou o problema referente a existéncia de estrelas rela-
tivistica em teorias f(R). Essa questao foi crucial no desenvolvimento desses modelos,
pois as conclusoes enunciadas em Kobayashi & Maeda (2009) invibializavam a utilizagao
de correcoes ultravioletas para produzir modelos inflacionarios. Também é possivel afirmar
que as diferentes propostas apresentadas em Miranda et al. (2009b), Babichev & Langlois
(2009a), Babichev & Langlois (2009b) foram importantes para elucidar diferentes aspectos
dessa questao. Entretanto, o trabalho apresentado em Upadhye & Hu (2009) foi decisivo para
demonstrar a existéncia de objetos compactos, sem a necessidade de adicionar parametros

ultravioletas.



Capitulo 8

Efeito Camaleao aplicado a diferentes

modelos

O objetivo deste capitulo consiste em utilizar a solucao, exibida no capitulo 3, predita
pelo efeito camaleao no Sistema Solar, para vincular a forma funcional de alguns modelos
analisados nesta dissertacao. Em particular, o comportamento previsto pelos exemplos es-
tudados nas discussoes referentes a existéncia de estrelas relativiticas e de singularidades na
evolugao cosmologica sdo apresentados . As equagoes (3.68) e (3.78) demonstram uma redu-
¢ao da constante de acoplamento da correcao da for¢a gravitacional com relagao a interacao
newtoniana por um fator proporcional a diferenca ¢. — ¢, presente nas solugoes do tipo
thin shell. Nesse contexto, os termos ¢. e ¢, correspondem ao minimo do potencial efetivo
(3.58) na regido interna e externa a estrela. Neste capitulo, o preenchimento uniforme da
regiao externa com matéria escura é postulado. Também é pressuposto um perfil constante
p(r) = p. da densidade de energia estelar.

Portanto, para restringir diferentes modelos, é necessario calcular o valores ¢. e ¢ e,
em seguida, comparar esses resultados com os vinculos observacionais. Segundo Capozziello
& Tsujikawa (2008), Faulkner et al. (2007) e Khoury & Weltman (2004a), os testes classicos

impoe a desigualdade
AR
—— <115x107°. 8.1
= x (5.1)

Na expressao acima, a notagao adotada nas grandezas definidas na moldura de Einstein

136
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nao foi utilizada, pois, a expressao xy ~ 1 é satisfeita no limite de altos valores do escalar
de Ricci e, como consequéncia, os valores das varidveis definidas na moldura de Einstein sao
anélagos aos obtidos na moldura de Jordan. De acordo com Capozziello & Tsujikawa (2008),

o modelo (6.3) prevé os resultados

2n+1 2n+1
be ~ —V6na ( o ) e o ~ —Vbna ( fo ) . (8.2)

K2pe K2 Poo

no limite R > Ry. O pressuposto de uma densidade de energia estelar 24 ordens de grandeza

superior a densidade de matéria escura implica, assim, a razao

A 2n41
TR A na ( o ) G (8.3)

K2 Poo k2P

entre expessura da camada Thin Shell e o raio R da estrela.
Para demonstrar os resultados expressos em (8.2), é 1util reescrever a derivada dVeg/d¢

na forma

d‘/eﬂ‘ . R(l — hR) + Qh(R) I€2 &6
1o 0 i)’ - %efp . (8.4)

Para modelos f(R) infravermelhos, as aproximagoes hp < 1 e h(R) < R sao validas no
limite R > Ry. No sistema Solar, a densidade média de matéria escura ¢ 6 ordens de
grandeza superior a densidade critica do universo e, assim, esse limite é satisfeito. Nessas
condicoes, o minimo do potencial efetivo ocorre em R ~ x%p e, como consequéncia, o valor

®min que 0 minimiza é, de modo aproximado, igual a

3
gbmin ~ \/;hl(l + hR)

Essa formula origina o resultado exposto na igualdade (8.2).

V6

~h, (8.5)
R=k2p

R=k2p

As equagoes (8.3) e (8.1) vinculam as constantes o, n e Ry. A partir das condi¢oes
necessarias para a existéncia, na cosmologia, de uma fase acelerada estavel, é possivel utilizar

restringir o parametro n. Inicialmente, o valor do escalar de Ricci correspondente, no modelo
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(6.3), a solugao do vacuo, obedece a equacao

n+1

&:zu&iﬁm—q)‘ (8.6)

O parametro xqs, expresso na igualdade acima, é definido por meio da igualdade x4 =
R4s/Ro. A substitui¢ao dessa expressao na desigualdade obtida por intermédio dos resultados

(8.3) e (8.1), permite demonstrar a expressao

9 R n+1
n?ﬂ (2“) <24 %1071 (8.7)
2(xlly —n/2 —1) \ K2poo

O valor do potencial superficial ®, que ¢ igual a 2.12 x 1075, foi utilizado na demonstracao
da desigualdade acima.

Conforme mostrado nesta dissertacao, para que uma fase acelerada, na cosmologia, seja
estavel, é necessario satisfazer a desigualdade m := Rfgrr/fr < 1, em R = Rys. Essa
condigio implica a expressio zlq > 2(n/2)*+3(n/2)+1. Paran > 0, o termo que multiplica
o fator (Rgs/peo)™™ € menor que 2.5 x 107!, Por tltimo, a relagdo Rgs ~ k%py, em que
po ¢ a densidade de todas as componentes presentes no universo, calculada em z=0 sendo,

portanto, aproximadamente igual a 1 x 10729 g/(:m3, implica o vinculo
n> 1.0 (8.8)

para o parametro n. Uma andlise similar, considerando o planeta Terra, a sua atmosfera
e o espaco preenchido por matéria escura ao invés do Sol, obtém a restricao n > 1.8, me-
diante a confrontacao dos resultados com os testes da violagao do principio de equivaléncia
(Capozziello & Tsujikawa 2008).

De maneira similar, a concordancia com os testes classicos exige o respeito a desigualdade
n > 1.0 no modelo (6.2). E importante ressaltar que a diferenga entre os vinculos obtidos
para os modelos (6.2) e (6.3) é consequéncia da maneira pela qual esses parametros sao
definidos, pois ambos os casos possuem um comportamento anélogo no regime R > R,.

Os resultados deste capitulo permitem concluir que é indispensavel respeitar a desigual-
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dade

hi < (%)2'7 (8.9)

no limite R > R,. Essa equacao impoe severas restricoes aos modelos infravermelhos dotados
de uma barreira infinita (Thongkool, Sami, Gannouji & Jhingan 2009). Além disso, essa
igualdade demonstra a viabilidade do modelo (6.4), pois o valor do campo ¢ que minimiza
o potencial ¢ igual —ae *?/Ro_ Logo, para o ~ 1 e k2pm/Ry ~ 1 x 108, ele é igual a
3 % 10—4.35x105 < 10712,

A demonstragao de que modelos infravermelhos dotados de uma barreira infinita nao
sao compativeis com as observacoes no Sistema Solar nao é geral, estando focada na andlise
dos casos particulares (6.17) e (6.18). Entretanto, esses modelos possuem caracteristicas
que sao compartilhadas por outros exemplos, permitindo generalizar os resultados obtidos.
Em particular, exemplos que obedecem a equagdo (8.9) tendem a lagrangiana do modelo
ACDM no limite de alto valores do escalar de Ricci. Nesse contexto, os vinculos necessarios,
para resolver o problema, enunciado no capitulo 6, sem a adicao de termos ultravioletas e
para compatibilizar modelos f(R) com os testes classicos da gravita¢ao, sio mutuamente
exclusivos.

De acordo com os resultados obtidos neste capitulo, o minimo do potencial na moldura
de Jordan é dado pelo valor exibido na equagao (8.5). Portanto, a substitui¢ao da derivada
hgr por —a/(1 + R/Ry) demonstra a expressao

Pmin ~ —?an% , (8.10)
valida para o modelo (6.18) (Thongkool, Sami, Gannouji & Jhingan 2009).

Conforme mencionado, esse decaimento é muito mais lento que o exigido pela equacao

(8.9). Nesse caso, o parametro « e a constante Ry sdo relacionados pela equacao (Thongkool,

Sami, Gannouji & Jhingan 2009)
zas(1 + 2qs)

o= 8.11
—Zgs —|—2(1 —|—1‘ds)ln(1 +de) ( )

na solucao de vacuo. Assim, o valor do parametro R, é de forma aproximada, igual a
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Ry ~ K?pg, para a ~ 1. Essa relagdo, juntamente com a relagao Rys/Ro ~ O(1), demonstra

que valores para o muito dissonantes de 1, produz uma solu¢ao cosmoldgica inviavel, pois

originaria um universo do tipo de Sitter com um escalar de Ricci excessivamente elevado.
Dado que a densidade média de matéria escura é seis ordens de grandeza superior a

densidade critica, a estimativa

0~ o) (8.12)

é valida. Esse valor ¢ muito superior ao exigido pelos vinculos expostos em (8.1). E interes-
sante notar que a relagio existente entre o valor do parametro (3, pesente no modelo (6.17),
e a altura do potencial permite obter vinculos para o tamanho méximo permitido para essa
barreira.

Para vincular a altura do potencial efetivo a partir dos testes observacionais é preciso
eliminar todas as possibilidades envolvendo uma barreira infinita previstas pela generalizacao
(6.17). Para parametros [3, n e « gerais, o potencial efetivo é, na moldura de Einstein, igual

a (Thongkool, Sami, Gannouji & Jhingan 2009)

aR, L+ @) 7 nam — (14 27) [—1 +(1+ x")l/ﬁ] 3}
2

Ve(o(R)) = : (8.13)

2
-1+ naxzn1(1+ x")fl*l/ﬂ]

com r = R/Ry. Esse potencial também é minimizado em R =~ x%p no limite R > Ry e,
portanto, a formula (8.5) pode ser novamente utilizada. Logo, para determinar o valor do

campo ¢ que minimiza esse potencial, é indispensavel calcular o valor da constante

was (1+ ) 7

o= n (8.14)
—nalls +2(1+2ly) [—1+ (14 27) /’6] 16
na solucao de vacuo do tipo de Sitter, e do campo
hg = —naz" ' (142" Y2 (8.15)

para valores arbitrarios dos campos 3, n e a (Thongkool, Sami, Gannouji & Jhingan 2009).

Finalmente, a partir das equagoes (8.1) e (8.15) é possivel concluir que, para o exemplo
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(6.17), o valor do campo que minimiza esse potencial é igual a (Thongkool, Sami, Gannouji

& Jhingan 2009):

8.16
=y (8.16)

¢min N~ ———an

£e(5)"

De acordo com a expressiao (8.9), o expoente da razio (Ry/(k?p)) deve ser maior ou
igual a 2.7 para satisfazer os vinculos locais da gravitacdo (Thongkool, Sami, Gannouji &
Jhingan 2009). Logo, uma barreira infinita é viavel se e somente se o parametro « for, na
solucao de vacuo, da ordem de (Ry/(k%pm))t" = 1 x 1078, com p,, da ordem da densidade
média de matéria escura no sistema Solar. No limite § — oo essa constante é, por um lado,

aproximadamente igual a
n n n+1
Tgs (1 + zgs) T4g Tds

—nally +2 (14 aly) In(1 4+ 2ly)  aly (2In(zfg) —n)  n(2In(xqg) — 1) ()

(8.17)

nos casos em que n > 10, pois z43 &~ 1.5 = xjq > 1 e, portanto, conforme o expoente n
cresce, o valor da constante a decresce, tendendo a zero no limite n — oo. Por outro lado,

nos casos em que n — 0, a quantidade « é, de modo aproximado, igual a

s (1 + 24g) zgs(1+1)
= ~ ~ O(1 8.18
= Cnag 2 o) v o)~ (4 D~ W (818)

Logo, apenas uma pequena barreira, cujo tamanho é determinado pelo vinculo n/3 > 1.7,
é compativel com os testes classicos da gravitacao. A razao principal dessa limitacao consiste
no fato do minimo do potencial, na moldura de Jordan, estar associado ao tamanho dessa
barreira. Quanto maior a barreira, mais afastada do ponto ¢ = In(1+hg) = 0 é a localizacao
do minimo local, conforme mostrado na figura 8.1.

Neste capitulo, os testes classicos da gravitacao foram utilizados para vincular diferentes
exemplos de teorias f(R). Em particular, foi demonstrado que modelos infravermelhos,
dotados de uma barreira infinita no potencial V' (x), sdo incompativeis com os vinculos locais

da gravitagao.
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Figura 8.1: Na figura acima, o grafico do potencial V' (x), como funcao do campo x = fg, previsto
pelo modelo (6.17), ¢ apresentado, considerando n = 4 e diferentes valores tanto do
parametro 3, quanto do parametro «, . Em todos os casos, o minimo do potencial esta
destacado. De cima para baixo as curvas correspondem a: a ~ 1.050 e a 3 = 1 x 103
(curva azul); a =~ 9.53 x 107! e 8 = 10 (curva laranja); o ~ 9.4 x 10! e 3 = 2 (curva
vermelha); o ~ 1.204 ¢ f = 1 (curva preta). Fonte: Thongkool, Sami, Gannouji &
Jhingan (2009) .

Os resultados obtidos nos quatro tltimos capitulos permitem concluir que lagrangianas
semelhantes & Einstein-Hilbert no regime R >> R, sao estaveis. Além disso, elas também
sao compativeis com a existéncia de estrelas relativisticas e com os vinculos locais da gravi-
tacao. A adicao de uma corregao ultravioleta soluciona, por sua vez, a possivel singularidade
descoberta por Frolov (2008). Resolvido os problemas que invibializam fun¢des muito dis-
tintas dos exemplos (6.3), (6.2) e (6.4), é interessante estudar, na cosmologia, o espectro de
poténcia de perturbacgoes de matéria nao relativistica. Nisso consiste no objetivo do préxima

capitulo.



Capitulo 9

Pertubacoes na Cosmologia aplicadas a

diferentes modelos

O objetivo deste capitulo consiste em analisar o espectro de poténcia de perturbagoes de
matéria nao relativitica previsto por modelos f(R). No capitulo 4, a equagao de evolucao
linear para perturbacoes na densidade de energia dessa componente foi obtida. Conforme
explicado, as solucoes dessa expressao desconsidera o efeito camaleao, que é fundamental
para compatibilizar esse espectro com as observagoes. Em particular, ele é, de forma signifi-
cativa, influente nas escalas caracterizadas por vetores de onda com modulo maior ou igual
a 107! A Mpc™!, com h ~ 7 x 101,

A influéncia da presenca de uma barreira infinita no potencial V(x) em modelos infra-
vermelhos, separando o valor do campo correspondente a solucao de vacuo da singularidade,
é estudada em seguida. Em particular, ¢ demonstrado a expressiva alteracao no espectro de
poténcia causada por essa barreira. Em analogia com o procedimento adotado no capitulo
anterior, as afirmagcoes exibidas sdo obtidas por meio de uma andlise do exemplo (6.18).

O espectro de poténciais linear é calculado a partir da solugao da equagao (4.53). Para

relaciona-lo com a densidade de energia da matéria, a relagao
(S(k)3(K") = (2m)°8° (k — K)P(k) (9.1)

é utilizada. O resultado do calculo dessa quantidade, no modelo (6.18), é explicitado na figura

9. Nela, é visualmente evidente a existéncia de uma discrepancia entre a previsao teorica

143
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e as observagoes, obtidas pelo Sloan Digital Sky Survey (de La Cruz-Dombriz, Dobado &
Maroto 2009). Logo, é possuir concluir que a presenca de uma barreira infinita nao so altera,
de forma significativa, as estimativas para os observaveis vinculados nos testes cléssicos da
gravitacao, conforme demonstrado no capitulo anterior, como também modifica o espectro de
poténcias no regime linear. No entanto, existem incertezas quer ainda permitem contabilizar

esse modelo com o espectro de poténcias linear (Miranda, Joras, Waga & Quartin 2009a).
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Figura 9.1: Na figura acima, o espectro de poténcia, previsto pelo modelo (6.18), é explicitado,
considerando a = 2. Os dados sao originarios do Sloan Digital Sky Survey (Tegmark
et al. (2006)). A curva que melhor ajusta os dados corresponde a previsio do modelo
ACDM. As curvas superior e inferior indicam, respectivamente, as predi¢coes do modelo
(6.18), para diferentes valores propostos para o bias existente entre a amplitude do

espectro de poténcia das perturbacoes para a matéria escura e para os béarions. Fonte:
de La Cruz-Dombriz et al. (2009).

Apo6s demonstrar analisar modificagoes, com relacao a lagrangiana de Einstein-Hilbert,
analogas a funcado (6.18), o espectro de poténcia, previsto por modelos infravermelhos aptos a
satisfazer os vinculos locais da gravitagao, é investigado. Todas as conclusoes que se seguem,
obtidas a partir da anéalise do modelo (6.2), sao generalizadas para exemplos semelhantes,

tais como o modelo (6.3).

O espectro de poténcia nas escalas em que o efeito camelao é relevante foi apresentado,
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de forma pioneira, em Oyaizu et al. (2008), a partir do estudo das simula¢bées numéricas
detalhadas em Oyaizu (2008). Esses trabalhos pressupoem trés hipoteses fundamentais. Em
primeiro lugar, o limite R > R, é postulado. Como consequéncia, a lagrangiana (6.2) tende,

nesse limite, a

Rn+1

f(R)=R— FJ?PA — afro ]O%n

9.2)

Nessa igualdade, a quantidade p, é definida por intermédio da expressao k%py = aRy. Além
disso, essas simulacoes consideram o = 1.

Em segundo lugar, as simula¢oes numéricas presumem o limite quase estatico das equa-
¢oes de campo na cosmologia. Portanto, as derivadas temporais de todas as grandezas fisicas
e geométricas sao desprezadas. Essa hipotese é valida apenas em modelos passiveis de gerar
uma fase transiente dominada pela matéria ndo relativistica, como no caso do exemplo (6.2).
Por ultimo, essas simulagoes também postulam o limite newtoniano k£ > H, em que k é o
modulo do vetor de onda da perturbagao e H é o parametro de Hubble.

Counsiderando o elemento de linha
ds® = —(142W)dt* + a*(t)(1 + 2®)(da? + dy* + dz?) | (9.3)

que corresponde a uma perturbacao em primeira ordem da solucao de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker, o traco das equacgoes de campo é reescrito na forma

V. V¥ fr =YV, NV"(fro + € fr)
_2 f(R)g— fakt K;T
o 2(f(RdS) + EfR()(SR) - (fRO + €5fR) (RdS + 65R) Ii2(€(5T)

_ : e R (X

Os parametros 0R, 0fr e 0T, presentes nessa expressao, equivalem as perturbacoes dos
campos R, fr e do traco do tensor energia-momento. E importante ressaltar a dependéncia
da variacao 0R do escalar de Ricci com o campo fr. No caso particular em que o efeito
camaledo é desprezivel, a relacio R = (frro) 10 fr é satisfeita. O parametro adimensional

€ indica, por sua vez, a ordem da perturbacao.
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No limite quase estatico, a desconsideracao do termo R4s0 fr e a utilizacao da aproxima-

¢a0 frodR ~ 0 R, permite reduzir o trago das equacoes de campo a expressao

iog, = W0 OF = tp). 05)

Nessa expressao, as componentes espaciais do tensor energia-momento também foram des-
Y

prezadas, porque o limite quase estatico assume, de forma implicita, a presenca de uma fase

dominada pela matéria nao relativistica. Efetuando as mudangas de notagao necessarias, é

elementar demonstrar que a componente 00 das equacoes de campo é equivalente a

2
v2\I, — CL(t)

o~ (460 —6R) . (9.6)

a partir da expressao (4.24) para a variagao do escalar de Ricci. Na obtencao dessa igualdade,
os limites newtoniano, quase estatico e R/ Ry > 1 foram admitidos.

As equagoes (9.5) e (9.6) formam um sistema fechado para o calculo do potencial W.
Esse, por sua vez, determina o movimento das particulas por intermédio da equacao da
geodésica. As simulagoes, descritas em Oyaizu (2008), em Oyaizu et al. (2008) e em Schmidt
et al. (2009), integram essas duas expressoes, considerando um cubo de aresta L com 512
células de grid em cada dire¢do e contendo N, = 256% particulas. Trés tamanhos diferentes
para o cubo, iguais a L = 256 h Mpc ™', a L = 128 h Mpc ' e a L = 64 h Mpc ™', foram
pressupostos.

Para cada tamanho L, diversas simulacoes foram realizadas, cada uma supondo um
espectro de poténcia inicial distinto, mas todos coerentes com o modelo inflacionario. Além
disso, visto que essa simulacao considera o universo dominado pela matéria nao relativistica
por hipdtese, os espectros iniciais foram calculados utilizando nao s6 o modelo inflacionério,
como também a fungdo de transferéncia descrita em Eisenstein & Hu (1998). Dado um
espectro de poténcia inicial, as particulas sao lancadas na grid utilizando a aproximacao de
Zeldovich (Oyaizu et al. 2008).

A figura 9.2 exibe, para diferentes valores do fator de escala, o espectro previsto pelo
modelo (9.2), para o caso em que hry := fro — 1 = 1 x 107%. Nele, o efeito camaledo
nao é relevante em baixos valores do desvio para o vermelho e, por conseguinte, a diferenca

existente entre os pontos vermelhos e azuis é causada pela presenca desse efeito em alto
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desvio para o vermelho. Além disso, a discrepancia entre o espectro de poténcia predito
por esse modelo e por ACDM é significativa. A figura 9.3¢ confirma a inexisténcia desse
efeito, pois se ele fosse relevante em a(t) = 1, entdo o valor do campo hg seria, nas regioes
de sobredensidade de matéria, aproximadamente igual a zero. A correlacao entre os mapas

descritos nessas duas figuras deveria, entao, ser bastante acentuada, o que nao é observado.
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Figura 9.2: Na figura acima, o espectro de poténcia previsto pelo modelo (9.2) é apresentado, pre-
sumindo hry = 1 x 1074, Os pontos vermelhos e triangulares correspondem & simulacio
em que o efeito camaledo nao é considerado. Nesse caso, o espectro de poténcias é
nomeado Pyxc. Os pontos azuis e quadriculares, por sua vez, apontam os resultados
obtidos na simulagdo completa, que inclui o efeito camaledo. O espectro de poténcias
obtido através desses pontos é denominado Po. E possivel perceber que a diferenca
fracional (Pc — Pxc)/Pc €, de forma significativa, maior no passado. Fonte: Oyaizu
et al. (2008).

A dinamica das perturbacoes para hpo = 107¢ é bastante distinta do caso anterior. Nela,
a diferenca entre os espectros previstos pelos dois tipos de simulacoes, um que considera e
o outro que despreza o efeito camaleao, é significativa, quando comparado a existente na
situacdo em que hpo = 1 x 1074, Além disso, o espectro de poténcia, obtido na presenca do
efeito camaleao, é semelhante ao previsto por ACDM. Essas caracteristicas sao observadas

na figura 9.4.
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Figura 9.3: As figuras acimas exibem perfis de diferentes campos, preditos pelo modelo (9.2) no caso
em que hpo = 1 x 1074, numa fatia 2D, recortada em a(t) = 1, obtidos nas simulacdes
apresentadas em Oyaizu et al. (2008). Da esquerda para direita, eles correspondem a
sobredensidade de matéria nao relativistica (§ := dpp,/pm) € a0 minimo do campo ¥ e da
razao hr/hro, ao longo da linha de visada. A variagio da intensidade da sombra, indo do
branco ao preto, é proporcional aos valores dessas quantidades entre os extremos dados
por estas tonalidades. Na imagem 9.3a, a cor branca e preta equivalem a In(149) = —5.0
e aln(l+d) =9.0. No grifico 9.3b, esses tons correspondem a ¥ = 0.3 x 107° ¢ a
U = —4.3 x 107°. Finalmente, na figura 9.3c, eles valem hr/hro = 1.05 e hg/hro = 0.
Fonte: Oyaizu et al. (2008).

A correlagao existente entre as figuras 9.5a e 9.5¢ também ilustra, de forma clara, a
relevancia do efeito camaledo no caso em que hpg = 1 x 1075, Nas regioes de sobredensidade
de matéria, o campo hgr tem um valor muito proximo de zero, conforme verificado no grafico
9.5¢c. Assim, a relacdo 6R ~ k?p ¢, de modo aproximado, satisfeita e, por consequéncia, a
distribuicao de valores do campo fg segue a distribuicao de matéria. Em contraste com essa
situacao, a figura 9.3c demonstra que o campo fg se distribui de maneira suave ao redor do
valor fr = fro, quando o efeito camaledo nao é atuante e, portanto, a expansao em série de

Taylor 6 fr =~ frro OR & acertada.
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Figura 9.4: Na figura acima, o espectro de poténcia previsto, em z = 0, pelo modelo (9.2) ¢é ex-
plicitado, nos casos em que hpg = 1 x 10~* (pontos superiores, em vermelho e azul
) e hgo = 1 x 1075 (pontos inferiores, em vermelho e azuis). Os pontos vermelhos e
triangulares equivalem aos resultados das simulagoes que suprimem o efeito camaledo.
Os pontos azuis e quadriculares, por sua vez, apontam os resultados obtidos na simu-
lacdo que considera esse efeito. E possivel perceber que o efeito camaledo é bem mais
acentuado no caso hro = 1 x 1079, pois apenas nessa situacdo ele continua relevante
em baixos valores do desvio para o vermelho. Fonte: Oyaizu et al. (2008).

As simulagoes numéricas, delineadas em Oyaizu (2008), em Oyaizu et al. (2008) e em
Schmidt et al. (2009), podem ser utilizadas para determinar as propriedades de halos de
matéria nao relativistica. Em particular, é possivel analisar a abundancia de halos como
funcao da massa desses objetos, além do perfil de densidade de cada halo. Essas grandezas
sao, entao, comparadas com as previsoes de modelos semi analiticos, tais como o modelo de
Halo (Cooray & Sheth 2002) e do tipo scaling, capazes de delinear a dinamica do modelo
ACDM com precisao (Smith, Peacock, Jenkins, White, Frenk, Pearce, Thomas, Efstathiou
& Couchman 2003, Hamilton, Kumar, Lu & Matthews 1991).

A identificagao de halos nas simulagoes é feita a partir do seguinte procedimento (Schmidt
et al. 2009). Inicialmente, é necessario encontrar o ponto de maxima sobredensidade numa
dada simulagao. Centrado neste ponto, o nimero de particulas presentes numa esfera de
raio r é obtido e, em seguida, a densidade p,, é calculada. A sobredensidade A = p,,/pm,

em que p,, equivale a densidade nao perturbada de matéria nao relativistica, é estimada.
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Figura 9.5: As figuras acimas exibem perfis de diferentes campos, preditos pelo o modelo (9.2)
no caso em que hrg = 1 x 107%, numa fatia 2D, recortada em a(t) = 1, obtidos nas
simulagoes apresentadas em Oyaizu et al. (2008). Da esquerda para direita, esses campos
correspondem a sobredensidade de matéria nao relativistica (0 := dppm/pm) € a0 minimo,
ao longo da linha de visada, do campo VU e da razao hr/hro. A variacdo da intensidade
das sombras, indo do branco ao preto, é proporcional aos valores dessas quantidades
entre os extremos indicados por essas tonalidades. Na imagem 9.5a, a cor branca e
preta equivalem a In(1+0) = —5.0 e a In(1 4+ J) = 9.0. J& no grafico 9.5b, esses tons
correspondem a4 ¥ = 3 x 107% e 4 U = —4.3 x 107°. Finalmente, na figura 9.5¢, eles
indicam hr/hry = 1.05 ¢ hg/hro = 0. Fonte: Oyaizu et al. (2008).

Se A < 3 x 102, entao o raio desta esfera é ampliado e o procedimento acima ¢ aplicado de
novo, até o raio atingir um valor critico, denominado rsg, em que A = 3 x 102. Por fim, essa
regiao ¢ considerada um halo. Para encontrar outros halos, esse método é repetido, partindo
do segundo ponto de maior sobredensidade na simulagao e depois do terceiro e assim por
diante. Além disso, é exigido um minimo de Ny, = 800 particulas em cada halo (Schmidt
et al. 2009).

A diferenca entre as contagens de halos preditas pelo modelo ACDM e pelo modelo
(9.2), para as mesmas condicoes iniciais, sao apresentadas na figura 9.6. No caso em que
hro = 1 x 107%, a discrepancia existente, entre as simulacoes que considera e que despreza
o efeito camaledao, nao é muito acentuada. Isso acontece porque esse efeito é relevante
apenas em alto desvio para o vermelho. Em ambos os casos, existe um aumento consideravel
no nimero de halos com massa, Msn, maior ou igual a Msep = 1 x 104 Mg /h, quando
comparado a predicao do modelo ACDM.

Nos casos em que hpy < 1 x 107°, o efeito camaledo tem uma atuacdo importante na

atenuacao das divergéncias existentes entre o modelo (9.2) e o modelo ACDM, especialmente
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no intervalo Mzpy > 1 x 10 Mg /h. Todavia, ele também resulta num aumento do niimero
de halos pouco massivos em vinte por cento. As areas, na figura 9.6, preenchidas em azul
equivalem as previsoes para o numero de halos, obtidas por intermédio da prescricao de Seth
e Tormen (ST) (Sheth & Tormen 1999) aplicada a dois casos limites, que sao definidos mais

adiante.
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Figura 9.6: As figuras acima apresentam o numero de halos, em z=0, previstos pelo modelo (9.2), nos
casos em que hro = 1x107* (figura a), hro = 1x107° (figura b) e hgg = 1x107% (figura
¢). Os quadrados azuis indicam os resultados obtidos nas simulac¢oes que consideram o
efeito camaledo. J4& os tridngulos vermelhos correspondem as previsoes das simulagoes
em que esse efeito foi suprimido. O pequeno descolamentos horizontal existente entre
esses dois tipos de pontos é artificial, com o objetivo de facilitar a visualizagao. A regiao
sombreada, em azul, equivale & previsdo da prescricdo de Sheth e Tormen aplicada a
duas situagoes limites do modelo de colapso esférico. No primeiro caso, a gravitacao
newtoniana (Geg = G) é pressuposta. No segundo caso, por sua vez, ¢ uma nova
constante da gravitacao efetiva, Geg = 4G/3, é postulada.

A prescricao de Sheth e Tormen consiste num ajuste analitico que consegue, a partir
do espectro linear de poténcia de matéria nao relativistica, prever o nimero de halos em
funcao da massa desses objetos nas simulacoes do modelo ACDM com significativa precisao
(Jenkins, Frenk, White, Colberg, Cole, Evrard, Couchman & Yoshida 2001). A formacao de
um halo de matéria nao relativistica envolve perturbag¢oes no regime nao linear e, portanto, a

existéncia de um método analitico apto a descrever, em ACDM, a quantidade desses objetos
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para diferentes valores de parametros é notavel.

Uma das hipoteses bésicas da prescricao de Sheth Tormen é o modelo de colapso esférico.
Esse tipo de colapso supoe uma perturbacgao inicial de matéria nao relativistica com simetria
esférica e com um perfil de densidade do tipo top hat no interior de um halo. Além disso, ele
também postula a manutencao dessas caracteristicas durante todo o colapso. Tais pressupos-
tos possibilitam integrar as equacoes da continuidade e de Euler, no contexto da mecanica
newtoniana, para matéria nao relativistica inserida num universo em expansao (Cooray &
Sheth 2002, Schmidt et al. 2009).

Para delinear a formagao de halos em teorias f(R), Schmidt et al. (2009) aplicam o modelo
de colapso esférico a dois casos limites. O primeiro consiste na gravitacao newtoniana nao
modificada (Gegr = G). O segundo corresponde, por sua vez, ao caso em que o valor da
constante universal da gravitagao é ampliado por um fator Geg = 4G/3. Essa modificagao é,
na auséncia do efeito camaledo, prevista pelas equagoes (9.5) e (9.6) no limite £ > A, |r=r,q,
em que Ag, ¢ o comprimento Compton, definido na expressao (3.47).

O modelo de colapso esférico afirma que halos virializados num determinado valor z do
desvio para o vermelho tém, inicialmente, uma densidade de matéria nao relativistica igual

a

1.686D(z) gravidade normal (Geg = G)

1.706D(z) gravidade modificada (Geg = %)

em que D(z) é o fator de crescimento, definido como a solugao crescente da equagao de
evolucao, no regime linear, das perturbacoes de densidade de matéria nao relativistica. As
constantes numeéricas sao independentes da massa desses objetos. Portanto, a equagao (9.7)
prediz, de modo equivalente, que, o colapso de um halo ocorre quando a densidade de matéria
nao relativistica for igual a uma sobredensidade critica, denominada J., ao extrapolar as
condicoes iniciais utilizando a teoria de perturbagao linear. No caso da gravidade newtoniana,
0. = 1.686, enquanto no caso da gravidade modificada, 6. = 1.706.

Mediante a utilizagao da propriedade citada no pardgrafo anterior, é possivel estimar
a quantidade de halos existente em z = 0, a partir de um estudo estatistico do campo de
flutuagoes iniciais. Ela é calculada a partir da integral da func¢ao n(M), que denota o niimero
de halos, em z = 0, com massa M = Mjy. No universo primitivo, as sobredensidades de

matéria nao relativistica satisfazem a relacao 0 < 1 e, por conseguinte, uma massa M ocupa
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uma escala de distancia da ordem de grandeza de

R=L
AT P,

9.8)

em que p,, é a densidade nao perturbada de matéria nao relativistica. Assim, para o calculo
de n(M), o raio R define o tamanho do filtro top hat utilizado no campo de flutuagoes
iniciais.

A equagao (9.7) afirma que todas as regides esféricas, com sobredensidade de matéria
maior que J., correspondem a um halo virializado com massa maior que M em z = 0. De
acordo com Sheth & Tormen (1999), o nimero de regides existente, no campo de flutuacoes
iniciais, com densidade § > J. e com massa contida no intervalo [M, M + dM], é igual a

V() = A (1+ (@) ") (L) o (9.9

Nessa expressao, g e p sao parametros livres e A(p) é um fator de normalizacao. Para o
modelo ACDM, o melhor ajuste ocorre com p ~ 3 x 107! e ¢ =~ 7.5 x 107}, o que implica

A(p) ~ 3.2 x 1071, A quantidade v & igual a razao 62/c(M)? por definicdo. A funcao

dk k3 Plinear (f;)
2 2
o“(M) = T o2 [W(ER)|, (9.10)

por sua vez, equivale a variancia da distribuicao de halos com massa M, calculada por meio
da transformada de Fourier do espectro de poténcia linear, P"(k), multiplicado por um
peso,

W(z) = % (sin(2) — 2 cos(z)) , (9.11)

igual a transformada de Fourier do filtro top hat.
Por fim, a func¢ao n(M) é, na prescrigao de Sheth e Tormen, igual a

1 dv

— ) 12
v vdM (9.12)

Na figura (9.6), os limites do contorno em azul correspondem & estimativa (9.12), conside-

rando os dois casos limites descritos na expressao (9.7). Em ambas as situagoes, o espectro
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de poténcia linear é calculado utilizando a teoria de perturbagao das teorias f(R), o que
implica valores distintos para a variancia o(M)?, quando comparado ao modelo ACDM.
Nas situacoes em que 